PROBA GRATUITA

105 Simulari pentru
Bacalaureat la Matematica

Profil Mate-Info - Octavian Ghetu

3 simulari din carte, cate una de pe fiecare nivel de dificultate.

Dupa fiecare simulare gasesti baremul (ca la minister) si rezolvarea explicata pas

cu pas a fiecarui exercitiu — exact ca in carte.
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Simulare pentru examenul national de bacalaureat
Proba E. ¢)

Matematica M_mate-info
Simularea 1

Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematicd-informaticd

¢ Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
5p . o 5 15i
1. Calculati modulul numarului complex z = —.
1+ 3¢
5p | 2. Se considera functia f : R — R, f(x) = az + b, unde a si b sunt numere reale. Stiind ca f(0) = —3

si £(2) = 1, determinati numerele a si b si calculati f(5).

Sp

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia log, (z + 4) + log,(z + 8) = 5.

Sp

4. Determinati probabilitatea ca, alegand un numar n din multimea A = {1,2,3,...,30}, numarul
n(n + 1) sa fie divizibil cu 3.

5p | 5. In reperul cartezian Oy se considera punctele A(—3,6) si B(3, —4). Determinati coordonatele
, — —
punctului M pentru care OM = 3071 + OB.
3
5P | 6. Arétati ca sin % - Ccos % + sin? % =7
SUBIECTUL al IlI-lea (30 de puncte)
2 m+2 1 20+ (m+2)y+z=>5
1. Se considerd matricea A(m) = |1~ m 2| si sistemul de ecuatii { = + my + 2z = 4 ,

unde m este numar real.

Sp

a) Aritati ca det (A(1)) = 2.

Sp

b) Determinati valorile reale ale lui m pentru care matricea A(m) este inversabila.

Sp

¢) Pentru m = —1, aratati ca sistemul este compatibil nedeterminat si determinati solutia (g, o, 29) @
sistemului pentru care zg = —2.

2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitiez oy = = + y — 5.

Sp

a) Calculati 5 o (—7) si aratati ca legea ,,0” este asociativa.

Sp

b) Determinati elementul neutru al legii ,,0” si simetricul unui numar real z in raport cu legea ,,0”.

Sp

¢) Demonstrati ca functia f : R — R, f(x) = = + 5, este izomorfism de la grupul (R, +) la grupul
(R, 0).

SUBI

ECTUL al I11-lea (30 de puncte)

1. Se considera functia f : (0, +00) — R, f(z) = zInz.

Sp

a) Aratati cd f'(z) =lnz + 1, z € (0, +00).

Sp

b) Determinati ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa x = 1, situat pe graficul
functiei f.
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S5p ¢) Demonstrati ca  Inz > ——, pentru orice z € (0, +00).
e

T+ a, r<1

, unde a este numar real.
Inz+2, z>1

2. Se considera functia f : R — R, f(z) =

5p | a) Determinati numarul real a pentru care functia f admite primitive pe R.

5p | b) Pentru a = 1, determinati primitiva F' : R — R a functiei f pentru care F'(0) = 0.

5p | ¢) Pentru a = 1, demonstrati ca orice primitiva a functiei f este strict crescatoare pe intervalul
[—1,400).
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Simularea 1 - Rezolviri si barem
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Simulare pentru examenul national de bacalaureat
Proba E. ¢)
Matematica M_mate-info
BAREM DE EVALUARE $I DE NOTARE

Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematicd-informaticd

Simularea 1

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daci este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in limitele

punctajului indicat in barem.

» Se acordi zece puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impértirea la zece a punctajului total acordat

pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1. L (5— 151)51 — 3i) _ —401; 307 43 3p
2l = V(=4)* + (=3)* =5 2p
2. b= f(0)=—-3si2a—3=1,decia =2 3p
f(6)=2-5-3="7 2p
3. (z+4)(z+8) =25 deciz® + 122 =0 3p
x = 0, care convine, iar x = —12 nu verifica conditia z > —4 2p
4. 30 de cazuri posibile 2p
20 de cazuri favorabile (n € {3,6,...,30} saun € {2,5,...,29}), decip = % = ; 3p
5. | 304+ 0B = —6i+ 145 3p
M(—6,14) 2p
6. sinz-coszzlsisinzz:1 3p
) 61 33 4° 4 2 ,
it371 P
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
l.a) 2 31 3p
det (A(1)) =11 1 2|=04+6+1-1-4-0
110
det (A(1)) =2 2p
b) |det(A(m))=m+1 2p
A(m) este inversabild < m + 1 # 0, decim € R\ {—1} 3p
) rang A(—1) = 2 si A, = 0, deci sistemul este compatibil nedeterminat 2p
solutiile sunt (3 — o, @ — 1, @), & € R, iar pentru zp = —2 obtinem (5, —3, —2) 3p
2) [bo(-T)=5—-7T—-5=-T 2p
(roy)oz=zo(yoz)=a+y-+ z— 10, pentru orice z,y,z € R 3p
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b) roe=x+e—5=uwz,pentruoricex € R,decie =5 3p

zox' =52 =10—2z 2p
9) f@of(lyy=(x+5)+y+5 —-5=x+y+5= f(z+y),pentruorice z,y € R 3p

f este bijectiva (f(z) = y < « = y — ), deci f este izomorfism 2p

SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
1.a) f'(z) =(z)Inz+z(lnz) =lnz+z- 1 3p
z

fl(z)=lnz+1 2p
b) [f(1)=0sif(1)=1 3p

y— f(1) = f'(1)(z — 1), deci ecuatia tangentei este y =  — 1 2p
©) , 1y ., 1 : : 3 I 2p

f'(xz) <0pe |0,=|sif'(x)>0pe| —,+o00 |,deci f este strict descrescatoare pe | 0, — | si strict

e e e
crescatoare pe [—, —i—oo)
e
1 1

fz) > f <;> = — 7, pentru orice z € (0, +00) 3p
2.a) | lim f(z) =1+ asilim f(z) =2 3p

z—1 z—1

<1 z>1

f admite primitive < f este contimviinz =1 < a=1 2p
b) z? . 2p

F(z) = 5 ta+epentruz < 1siF(z) =zlnz +z + cypentruz > 1

1

F(0) = 0 = ¢; = 0, far continuitatea lui F i = 1di ¢, = 3 3p
©) F'(z) = f(x) > 0, pentru orice z € (—1, +00) 2p

F este strict crescatoare pe [—1, 4+00) 3p
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Rezolvari explicate

SUBIECTUL |

1.1

Ca sd scriem z sub forma algebrica, amplificam fractia cu conjugatul numitorului, adicd cu 1 — 3i:
(5 —15d)(1 — 34)
(14 34)(1 - 3d)
Calculdm numitorul, folosind formula (a 4 b)(a — b) = a® — b* si i* = —1:
(1+3)(1-3)=1-92=1+9=10
Calculam numaratorul, inmultind termen cu termen:
(5 — 154)(1 — 3i) = 5 — 15i — 157 + 454>
=5—30i —45 = —40 — 30¢
Obtinem:
—40 — 30¢ )
z = 10 - —4 -3
Reamintim: modulul numirului complex z = a + bi, cu a,b € R, este |z| = v/a% + b2,

Pentru a = —4 si b = —3 calculam:

2| = /(=42 + (-3)2 =16+ 9 =V25 =5

Modulul numarului complex z este egal cu 5.
R: |z| =5

Folosim cele doua conditii din enunt, pe rand.
Inlocuim z = 0 in expresia functiei:
f0O)=a-0+b=0»b

Din f(0) = —3 obtinem b = —3.

Inlocuim z = 2 in expresia functiei si folosim b = —3:
f(2)=2a+b=2a—-3

Din f(2) = 1 obtinem ecuatia 2a — 3 = 1.

Rezolvam: 2a = 4, deci a = 2.

Functia este f(z) = 2z — 3, pentru orice numadr real .
Calculam:

f(5)=2-5-3=10-3=7

Am obtinuta =2,b= —-3si f(5) =T.
Ria=2,b=-3,f(5)="7
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1.3 Punem conditiile de existenta ale logaritmilor: argumentele trebuie sd fie strict pozitive.
z+4>0,adicAz > —4,siz+ 8 >0, adiciz > —8.
Ambele conditii sunt indeplinite pentru = € (—4, +00).
Reamintim proprietatea log, a + log, b = log,(ab), adevarata pentru a, b > 0.
Aplicam aceastd proprietate in membrul stang:
log, ((z +4)(z +8)) =5
Din definitia logaritmului, log, A = 5 < A = 25, deci:
(x+4)(xz+8) =32
Desfacem parantezele:
x? + 8z + 4z + 32 = 32
22+ 122 =0
Dam factor comun pe z:
z(z +12) = 0, de unde z = 0 sau ¢ = —12.
Valoarea = —12 nu convine, deoarece nu verifica conditia z > —4.
Valoarea = 0 verificd conditia; verificim si ecuatia: log, 4 + log,8 =2+ 3 = 5.
Solutia ecuatiei este z = 0.
R:z=0

1.4 .. nr. cazuri favorabile
Reamintim: p =

nr. cazuri posibile
Multimea A are 30 de elemente, deci sunt 30 de cazuri posibile.
Céautam cazurile favorabile. Numarul 3 este prim, deci divide produsul n(n + 1) daca si numai daca
divide unul dintre factori:
3|n(n+l)<3|nsauld|n+1
Numerele din A divizibile cu 3 sunt 3,6,9, ..., 30, adica 30 : 3 = 10 numere.
Numerele din A pentru care n + 1 este divizibil cu 3 sunt 2,5,8,...,29, adicd 10 numere.
Observam cd n si n + 1 nu pot fi ambele divizibile cu 3, deoarece diferenta lor este 1; deci cele doud
grupe nu au elemente comune.
Numarul cazurilor favorabile este:
10+ 10 =20
Calculam probabilitatea:
20 2

Probabilitatea cerutd este p =

wilN

Rip= 2
.p—3

— L
1.5 Reamintim: vectorul de pozitie al unui punct P(z,y) este OP = x1 + yJ.
Scriem vectorii de pozitie ai punctelor A si B:
OA — —3i+ 6] si OB — 37 — 47
Calculam 307, inmultind fiecare coordonata cu 3:
30A = 97 + 18]
Adunam vectorii, coordonatd cu coordonata:
—_— =2 =2
OM = (-9+3)i+ (18 —4))
= —6i + 14]
Coordonatele punctului M sunt coeficientii vectorului sdu de pozitie.
Punctul cautat este M (—6,14).

R: M(—6,14)
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1.6 Reamintim valorile functiilor trigonometrice in unghiurile remarcabile folosite:

.omo 1 T 1 .7 V2
sin— =—-,cos— = -, sin— = —
6 2 3 2 4 2

Calculam produsul:

LT T 1 1 1

sin—-cos—-=---=-
6 3 2 2 4

Calculdm patratul:

2
o V2 2 1

sin“"—=|—1] =-=<¢

4 2 4 2

Adunam rezultatele, aducand la numitorul comun 4:
1 1 1 2 3

172717171
< . . T 7T .2
Am aratat ca sin i cos 3 + sin

= w

T_
7=

R:

=] w
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SUBIECTUL al ll-lea

.1 a) Inlocuim m = 1 in matricea A(m):
2 31
Al)=11 1 2
1 1 0

aix a2 ais

Reamintim regula lui Sarrus: a1 @922 Qa23| = @11G22033 + A12023031 + A13A21A32 — A13A2203] —
asiy as2 ass

Q11023032 — A12021033.

Aplicam regula lui Sarrus:

det(A(l)) =2-1-0+3-2-1+1-1-1-1-1-1-2-2-1—-3-1-0

=0+6+1—-1—-4—-0

=2

Am aratat ca det (A(1)) = 2.

b) Calculam determinantul matricei A(m) cu regula lui Sarrus:

det (A(m)) =2-m-0+(m+2)-2-14+1-1-1-1-m-1-2-2-1—(m+2)-1-0
=0+2m+4+1-m—-4-0

=m+1

Reamintim: o matrice patraticd este inversabild dacd si numai daca determinantul ei este nenul.
Deci A(m) este inversabild daca si numai daci det (A(m)) # 0.

Rezolvam conditia:

m+1#0&m#—1

Matricea A(m) este inversabila pentru m € R\ {—1}.

c) Ideea: calculam rangul matricei sistemului si determinantul caracteristic, apoi aplicim teorema lui
Rouché; la final rezolvam sistemul cu o necunoscutd secundara.
Pentru m = —1, sistemul devine:

r2:c +y+2=5

r—y+2z2=4

lzty= 2
Din b), det (A(—1)) = —1+ 1 = 0, deci rangul matricei sistemului este mai mic decit 3.
Calculam minorul format din primele doua linii si primele doua coloane:

2 1
‘1 =2 ) -11=-3%0
Deci rang A(—1) = 2, iar acest minor este minor principal.

Calculam determinantul caracteristic, bordind minorul principal cu coloana termenilor liberi si linia
a treia, cu regula lui Sarrus:

2 1 5
Ac=1]1 -1 4=-4+44+5+5-8-2=0
1 1 2

Reamintim teorema lui Rouché: sistemul este compatibil daca si numai dacd toti determinantii
caracteristici sunt nuli.
Singurul determinant caracteristic este nul, deci sistemul este compatibil.
Rangul (2) este mai mic decat numarul necunoscutelor (3), deci sistemul este compatibil
nedeterminat.
Notam necunoscuta secundard z = a, a € R, si rezolvam sistemul format din ecuatiile principale:
2r+y=5—-«
r—y=4-2«
Adunam ecuatiile: 3x = 9 — 3a, deciz = 3 — a.
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Din a doua ecuatie obtinemy =z —4+2a=3—-a—-4+2a=a—1.
Solutiile sistemului sunt (3 — a, a — 1, a), cua € R.
Pentru zy = —2 ludm a = —2 si obtinem ¢y =3 — (—2) =5siy, = -2 — 1= -3.
Verificim in cele trei ecuatii: 2-5+ (—=3) + (—-2) =5,5—(-3)+2-(-2) =4,5+ (-3) = 2.
Am ardtat ca sistemul este compatibil nedeterminat, iar solutia ceruta este (zo, yo, 20) = (5, —3, —2).
R: a) det (A(1)) =2; b) m € R\ {~1}; ©) (20,0, 20) = (5,—3,—2)

1.2 a) Aplicam definitia legii pentruz =5siy = —T:
50(=7)=5+(-7)—-5=-7
Reamintim: legea ,,0” este asociativa dacd (z o y) o z = x o (y o 2z), pentru orice z,y,z € R.
Fie z,y, z € R. Calculim membrul stang:
(zoy)oz=(x+y—5H)oz=(z+y—5)+z—-5b=z+y+2-10
Calculam membrul drept:
zo(yoz)=zo(y+2z—5)=z+(y+z2—-5)—-6=x+y+2—10
Cele doud rezultate coincid, deci (z o y) 0 z = z o (y o z), pentru orice z,y, z € R.
Am obtinut 5 o (—7) = —7 si am ardtat ca legea ,,0” este asociativa.

b) Observam intdi cd legea este comutativa:
zoy=x+y—b=y+z—5=youz, pentru orice z,y € R.

Reamintim: e € R este element neutru dacd o e = e o ¢ = x, pentru orice z € R.
Din comutativitate, este suficient sa impunem x o e = x:
r+e—5b=x<e=>5iarb e R.

Deci elementul neutru al legii este e = 5.

Reamintim: ' € R este simetricul luiz daciz oz’ =2’ oz = e.

Din comutativitate, este suficient sa impunem x o 2’ = 5:

z+2 —-5=5&2'=10—z,jar10 —z € R.

Elementul neutru este e = 5, iar simetricul numdrului real z este 2’ = 10 — z.

¢) Ideea: aratam cd f este morfism de grupuri si ca este bijectiva.

Din a) si b), legea ,,0” este asociativd, are elementul neutru e = 5 si orice numadr real are simetric,
deci (R, o) este grup.

Reamintim: f este morfism de la (R, +) la (R, o) dacd f(z + y) = f(z) o f(y), pentru orice z,y € R.
Fie z,y € R. Calculam membrul stang:

fle+y)=z+y+5

Calculdm membrul drept:

f)ofly)=(x+5)o(y+5)=(x+5)+(@y+5 —-5=x+y+5

Deci f(z +y) = f(x) o f(y), pentru orice z,y € R, adicd f este morfism.

Verificim bijectivitatea: pentru orice y € R, ecuatia f(x) = y, adicd  + 5 = y, are solutia unica
z=y—beR.

Deci f este bijectivd, cu inversa f~!(y) = y — 5.

Un izomorfism este un morfism bijectiv.

Am demonstrat ca f este izomorfism de la grupul (R, +) la grupul (R, o).

R:a) 5o (-7)=-T;b)e=5,2'"=10—z;¢c) f(x +y) = f(z) o f(y) si f este bijectiva

SUBIECTUL al lll-lea

.1 a) Functia f este produsul functiilor u(z) = z si v(z) = Inz, derivabile pe (0, 4+00).
Reamintim regula de derivare a produsului: (v -v) =v'-v+u- v
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1
Folosim derivatele (z)' = 1si (Inz) = —:
x
fl(z)=(z) - lnz+z- (Inz)
=1-lnz+=x- 1
T

= Inz + 1, pentru orice z € (0, +00)
Am ardtatca f'(z) = lnz + 1.

b) Reamintim: ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa z, este
y — flxo) = f'(wo)(x — ).

Calculam valoarea functiei in zy = 1:

f(1)=1-In1=0

Calculam valoarea derivatei, folosind a):

ff(l)=ln1+1=1

Inlocuim in ecuatia tangentei:

y—0=1-(x—1)

Ecuatia tangentei este y = = — 1.

¢) Ideea: aratdm cd —— este valoarea minima a functiei f, studiind monotonia cu ajutorul semnului
e

derivatei.
Rezolvim ecuatia f'(z) = 0:
1
lhz+1l1=0che=-1lcz=¢'==
e

Reamintim: daca f’ < 0 pe un interval, f este strict descrescatoare pe el; dacd f’ > 0, f este strict
crescdtoare.

Functia In este strict crescatoare, deci putem comparalnz cu —1 =In —.
e

1 1
Pentru z € (0, E) avem Inz < —1, adicd f'(z) < 0, deci f este strict descrescitoare pe (0, Z]

1 1
Pentru z € (E’ +OO> avem Inz > —1, adica f'(z) > 0, deci f este strict crescitoare pe [E’ +oo).

Rezultdcaz = E este punctul de minim al functiei f, deci f(z) > f <l> , pentru orice z € (0, +00).
e e

Calculam valoarea minima:

TR

e e e
< 1 :
Am demonstrat cd zlnz > ——, pentru orice z € (0, +00).
e

1 1
R:a) f'(z) =lnz + 1; b) y =z — 1; ¢) minimul lui f este f (—) =—=
e e

.2 a) Ideea: o functie cu discontinuitate de prima speta nu admite primitive, iar o functie continua
admite; deci studiem continuitatea lui f.
Pe (—o00,1), f(xz) = = + a este functie de gradul I, iar pe (1,400), f(z) = Inz + 2 este suma de
functii continue.
Deci f este continud pe R \ {1}.
Studiem continuitatea in = 1. Calculdm limitele laterale:
lim /(z) = lim(z + a) = 1 +a = (1)

<1 <l
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lim f(z) = lim(lnz +2) =In14+2=2
1 w1

Daca 1 + a # 2, limitele laterale in z = 1 sunt finite si diferite, deci x = 1 este punct de
discontinuitate de prima speta.

Reamintim: o functie care admite primitive are proprietatea lui Darboux, iar o functie cu
discontinuitate de prima spetd nu are aceasta proprietate; deci in acest caz f nu admite primitive.
Dacd 1 + a = 2, functia f este continua pe R, iar orice functie continud admite primitive.

Deci f admite primitive daca si numai daca 1 + a = 2.

Numarul cdutat este a = 1.

b) Pentrua =1, f(z) =z + 1 pentru z < 1si f(z) = lnz + 2 pentru > 1, iar din a) f este
continua pe R.

2
s o < T . x
Cautdm primitivele pe fiecare ramura. O primitiva a functiei x + 1 este Y + x.

Din regula de derivare a produsului, (zlnz)' =Inz +1,deci (zlnz+z) =lnz+1+1=1Inz + 2.

Deci o primitiva a functiei Inz + 2 pe (1, +00) este zInz + .
2

Scriem forma generala: F(z) = % +x+cpentruz <1si F(z)=zlnz+x+ ¢ pentruz > 1, cu
c1,co € R.
Din F(0) = 0 obtinem 0 + 0 + ¢; = 0, deci ¢; = 0.
Functia F' este derivabild, deci este continud in z = 1. Calculam:
F(1)= 1+1 = §silimF(:z:) =1-Inl+14+c=1+c

2 2 z—1

z>1
. 3 . 1
Dinl+c¢, = 3 obtinem ¢, = 7
Verificim derivabilitatea in = 1. Derivata la stinga este F(1) =1+ 1 = 2.
zlnz+z-1

La dreapta, limita lim
z—1 r—1

z>1

este de tipul g, deci aplicdm regula lui I'Hospital:

zlnz+x—1

! _ . _ . _
Fd(l)—}g{ pog| _glclg}(lnx—l—2)—2
z>1 z>1

Deci F'(1) = 2 = f(1), iar F este primitivd a lui f pe R.

22
.. . . — +tuz, <1
Primitiva cdutata este F((z) = { 2

1
kxlnw+a:+§, z>1

c) Ideea: derivata oricarei primitive este f; aratdm ca f este pozitiva pe [—1, +00) si deducem
monotonia.

Fie F' o primitivd a functiei f. Atunci F' este derivabild si F'(z) = f(z), pentru orice z € R.
Studiem semnul functiei f pe [—1, +00):

pentruz € (—1,1], f(z) =z +1>0;

pentruz > 1,Inz > 0, deci f(z) =lnz+2>2>0;

inz=—1, f(-1)=—-1+1=0.

Deci F'(x) > 0, pentru orice € (—1, +00).

Fie —1 < u < v. Reamintim teorema lui Lagrange: dacd F' este derivabila, exista ¢ € (u,v) astfel
incat F(v) — F(u) = F'(c)(v — ).
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Cumec > u > —1, avem F'(c) > 0; siv —u > 0, deci F((v) — F(u) > 0, adica F(u) < F(v).
Am demonstrat cd orice primitiva a functiei f este strict crescatoare pe intervalul [—1, +00).

2
1
R:a) a=1;b) F(z) = % +zpentruz <1, F(z) =zlnz+z + 5 pentru z > 1;¢) Fl(z) =

f(z) > 0 pe (-1, +o0)
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Simulare pentru examenul national de bacalaureat
Proba E. ¢)

Matematica M_mate-info
Simularea 46

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematici-informaticd
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informatica
¢ Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.

e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

5p | 1. Aratati ca (v/3 +4)" = —64, unde i = —1.

5p | 2. Se consideri ecuatia 2% + (2m — 1)z + m = 0, unde m este numdr real, cu solutiile z; si z3.
Determinati o relatie intre £; + x5 $i 125, care nu depinde de m.

5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia log;(z — 2) + log;(z + 4) = 3.

5p | 4. Determinati numarul submultimilor cu trei elemente ale multimii A = {1,2,3,...,9} care au suma
elementelor numar par.

5p | 5. In reperul cartezian Oy se considera dreptele d; : (m +3)z +4y — 1 =0sidy: ¢ +my +3 =0,
unde m este numar real. Determinati numerele reale m pentru care dreptele d; si d2 sunt paralele.

5p | 6. Calculati aria triunghiului ABC' in care AB = 9, AC = 8 si m(<A) = 30°.

SUBIECTUL al I1I-lea (30 de puncte)

2 -1 m
1. Se considerd matricea A(m) = | —1 1 1 | sisistemul de ecuatii
2 m-1 -2

20 —y +mz = —1
—zrz+y+z=1 , unde m este numar real.
2c+(m—1)y—2z=1

5p | a) Ardtati ca det (4(0)) = —2.

5p | b) Determinati valorile reale ale lui m pentru care matricea A(m) este inversabila.

5p | ¢) Determinati numerele intregi m pentru care sistemul are solutie unica (), Yo, 29), Cu Zg, Yo $i 2o
numere intregi.

2. Pe multimea numerelor complexe se defineste legea de compozitie z o w = zw — iz — tw — 1 +¢.

5p | a) Aratati cd z ow = (z — i)(w — ¢) + %, pentru orice numere complexe z si w.

5p | b) Determinati elementul neutru al legii de compozitie ,,0”.

5p | ¢) Rezolvati in multimea numerelor complexe ecuatia z 0 z 0z = —8 + 1.
SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia f : (1,4+00) — R, f(z) = li
nx

Inx —1
5P | a) Aritati ci f'(2) = —=—, z € (1, +00).

In’2z

5p | b) Determinati ecuatia asimptotei verticale la graficul functiei f.

Proba scrisa la matematica M_mate-info Simulare - octavianghetu.ro
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informatica



5p | ¢) Demonstrati cd > eln z, pentru orice z € (1, +00).

2. Se considera functia f : R — R, f(z) = |z — 1].

Sp | a) Calculati f02 f(z) dx.

Sp | b) Calculati f03 z - f(z)de.

5
S5p ¢) Determinati numarul real a, @ > 1, pentru care foa f(z)dz = 7

Proba scrisa la matematica M_mate-info Simulare - octavianghetu.ro
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informatica
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Simularea 46 - Rezolviri si barem

octavianghetu.ro

Simulare pentru examenul national de bacalaureat
Proba E. ¢)
Matematica M_mate-info
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Simularea 46

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematici-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematicd-informaticd
¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daci este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in limitele

punctajului indicat in barem.
» Se acordi zece puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impértirea la zece a punctajului total acordat

pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
L | (V3+i) =8i 3p
(V3+i)’ = (8i)2 = —64 2p
2. T1+x=1—2m, 129 =M 2p
1+ a9+ 2z =1 3p
3. (z—2)(z+4)=2T<2>2+22-35=0 3p
x = b, care convine, iar x = —7 nu verifica conditiile de existenta 2p
4. suma este pard dacd submultimea are 0 sau 2 elemente impare 2p
C}+C-C2=4+40=44 3p
5. (m+3m-4=0&m?>+3m—4=0 3p
m € {—4,1}, pentru care dreptele nu coincid 2p
6. AABC:AB-AC-sinA:9-8-sin30° 3p
2 2
Aapc =18 2p
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
La) |det(A(0))=—-4—-2+0-0+2+2 3p
det (A(0)) = —2 2p
b) det (A(m)) = —(m+1)(m +2) 2p
A(m) inversabild < det (A(m)) # 0, decim € R\ {-2, -1} 3p
! y‘):miﬂ’z":(m+ni)(ni+2)”’°:;_$ P
m+1e{-3,-1,1,3} sim # —2 2p
verificarea, decim € {—4,0,2} 1p
22) |(z—d)(w—1)+i=z2w—1iz—iw+i®+1 3p
i? = —1, deci se obtine z o w 2p
b) (z—1)(e — i) = z — i, pentru orice z € C 2p
e=1+1,careverificAzoe=eoz =2 3p
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¢) zozoz:(z—i)3+i 2p
(z—1)3 = —8,deciz —i € {-2,1+V3i,1 - V3i}siz € 3p
{-2+4,1+ (1++3)i,1+ (1-+3)i}
SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
1.a) Inz —z- - 3p
') — T
f(@) In? 2
Inz—1 )
fll@)=— P
n’z
b) lim 2 ~+00 3p
z—1,x>1 Inz
dreapta = 1 este asimptota verticala 2p
c) [ este descrescatoare pe (1, e] si crescatoare pe [e, +00) 2p
f(z) > f(e) =esilnxz > 0,deciz > elnz 3p
2.2) fol(l —z)dz + ff(w —1)dx 3p
:
1
M) et de =g »
ff (22 —a) dz = 13—4, deci integrala este % 3p
c) a 1 (a— 1)2 3p
o f(z)dz = 5 + —
(a—1)?=4sia>1,decia=3 2p
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Rezolvari explicate

SUBIECTUL |

1.1

Ca sa ajungem la puterea a sasea, calculam puterea a treia si o ridicim la patrat.
Calculam pitratul, cu (a + b)? = a® + 2ab + b* si > = —1:
(V3+1)" = 3+2V3i +i® = 2+ 2/3i
Calculim cubul, inmultind cu v/3 + i:
3
(VB+1) = (VB+1) (2+2V3i)
= 2¢/3 + 6i + 2i + 21/3°
=23 +8i —2/3=28i
Folosim 2% = (z3)2:
(V3 +i)’ = (8i)2 = 64i2 = —64
Am aratat ca (v/3 + i)ﬁ = —64.
R: (V3+i) = —64

.. .. s ) b . c
Reamintim relatiile lui Viéte pentru ecuatia az? +bx +c=0: 2, + 23 = —— Si T122 = —.
a a

Pentru ecuatia datd avem a = 1, b = 2m — 1, ¢ = m, deci:
z1+za=—2m—-1)=1-2m

1o =M

Elimindm parametrul m: din a doua relatie m = 1z, pe care il inlocuim in prima:
T+ 20 =1— 22129

Relatia cautata, care nu depinde de m, este x; + =, + 2z, = 1.

R:izy+ 2o+ 22120 =1

Scriem conditiile de existentd ale logaritmilor:

z—2>0siz+4>0,deciz e (2,+00).

Folosim proprietatea log, a + log; b = log,(ab), pentru a,b > 0:

logy ((z — 2)(z +4)) =3

Din definitia logaritmului, logs A = 3 < A = 33

(x —2)(x+4) =27

x? + 2z — 8 =27

2’ +22-35=0

Calculam discriminantul: A = 4 + 140 = 144, deci 1 = # =—Tsixzy = —2+12 = 5.
x1 = —7 nu convine, deoarece nu verificd conditia z > 2.
xo = 5 convine; verificim: logg 3 +log; 9 =1+ 2 = 3.
Solutia ecuatiei este z = 5.

R:z=5
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1.4

Tmpér;im elementele lui A dupa paritate: 4 numere pare (2,4, 6, 8) si 5 numere impare (1,3,5,7,9).
Observam cd suma a trei numere este para daca si numai dacd numarul termenilor impari este par,
adica 0 sau 2.

Reamintim: numarul submultimilor cu k& elemente ale unei multimi cu n elemente este

!
Ch= —"
" kN (n—k)!
Cazul 1: submultimi cu trei elemente pare:

Ci =4
Cazul 2: submultimi cu un element par si doud impare (alegem separat elementul par si cele doua
impare si inmultim):

05-052:4-7:4-10:40

Adunidm cele douai cazuri, care nu au submultimi comune:

4+40=44
Numarul submultimilor cautate este 44.
R: 44

Reamintim: dreptele a1z + b1y + ¢1 = 0 si a2z + bay + c2 = 0 sunt paralele (distincte) dacd a;by —
aszb; = 0 si dreptele nu coincid.

Pentru d; sid, avem a; = m + 3, b; = 4, ay = 1, b, = m. Scriem conditia:

(m+3)-m—-1-4=0

m?+3m—4=0

(m—1)(m+4) =0,decim € {—4,1}.

Verificam ca dreptele nu coincid.

Pentrum =1:d; : 4z +4y — 1 =0, adicd z + y — 1 =0,8idy: x+y+ 3= 0; termenii liberi difera,
deci dreptele sunt paralele distincte.

Pentrum = —4:dy: —z+4y —1=0,adiciz —4y+ 1 =0, sids : x — 4y + 3 = 0; dreptele sunt
paralele distincte.

Valorile cautate sunt m € {—4,1}.

R:m e {—4,1}

Cunoastem douad laturi si unghiul dintre ele, deci folosim formula ariei cu sinus.
o AB-AC -sinA

Reamintim formula: Agpc = 5 ki

Inlocuim datele:

9.8-sin30°
Aupc = 5

Folosim sin 30° = %:

72 -

36
Aupc = — =7

Aria triunghiului ABC este 18.
R: Aspc = 18

N =

=18
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SUBIECTUL al ll-lea

.1 a) Inlocuim m = 0, decim — 1 = —1:
2 -1 0
A0)=]-1 1 1
2 -1 =2

Reamintim regula lui Sarrus: det A = aj1a22a33 + a12a23a31 + @13a21a32 — @13422a31 — A11A23A32 —
412021G33-

Aplicdm regula:

det (A(0)) =2-1-(-2)+(-1)-1-2+0-(-1)-(-1)—0-1-2—2-1-(=1) = (=1) - (-1) - (-2)
=—4-24+0-0+2+2

=2

Am aritat ca det (A(0)) = —2.

b) Reamintim: o matrice patraticd este inversabila dacd si numai daca determinantul ei este nenul.
Calculam det (A(m)) cu regula lui Sarrus:

det (A(m)) =2-1-(-2)+(-1)-1-24+m-(-1)-(m—-1)-m-1-2—-2-1-(m—1) — (1)
(=1)-(-2)

=—4-2-m’+m-—2m—2m+2+2

=-m?—3m — 2

Descompunem: m? + 3m + 2 = (m + 1)(m + 2), deci det (A(m)) = —(m + 1)(m + 2).

Punem conditia det (A(m)) # 0: m # —1 sim # —2.

Valorile cautate sunt m € R\ {—2, —1}.

¢) Ideea: combindm ecuatiile ca sd elimindm necunoscute, exprimdm solutia in functie de m si
punem conditia ca yy sa fie intreg; apoi verificam x si 2.
Sistemul are solutie unici dacd si numai daca det (A(m)) # 0, adicim € R\ {-2, -1}
Adunam a treia ecuatie cu dublul celei de-a doua; se reduc z si z:

. . 3
(m —1)yo + 2yo = 1 + 2, adica (m + 1)y = 3, deci yp = e
Adunam primele doua ecuatii; se reduce y:
zo+ (m+ 1)z = 0, deci g = —(m + 1)z.
Din a doua ecuatie, 9o = yo + 20 — 1. Egalam cele doua expresii ale lui z:
—(m+1Dzp=yo+20—1

(m+2am=1-y=1-—— =22
m+1 m+1

: m — 2 . 2—m
Obtinem zy = mT Dm 1) sizg=—(m+ 1)z = mia
Daci yy € Z, atunci m + 1 este divizor al lui 3: m + 1 € {-3,-1,1, 3}, deci m € {—4,—-2,0,2}.
m = —2 nu convine, deoarece pentru el sistemul nu are solutie unica.
Verificam celelalte valori:
Pentrum = —4: yp = —1, 29 = %6 =-1, 2= _iz = —3, deci (zg, yo, 20) = (-3, —1, —1) convine.

-2 2 . .
Pentrum = 0: yy = 3, 2y = - = -1, 25 = 3= 1, deci (zg, Yo, 29) = (1,3, —1) convine.

Pentrum = 2: yo = 1, 29 = 0, xy = 0, deci (zo, ¥o, 20) = (0,1,0) convine.
Numerele cdutate sunt m € {—4,0,2}.

R: a) det (A(0)) = -2 b) me R\ {-2,-1}; ¢c) m € {—4,0,2}
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1.2

a) Pornim de la membrul drept si desfacem parantezele:
(z—i)(w—1)+i=2w—iz —iw+i> +i

Folosim i2 = —1:

=zw—iz—tw—1+1

= z o w, pentru orice z,w € C.

Am aritat ci zow = (z —i)(w — 1) + 1.

b) Reamintim: e € C este element neutru dacd z o e = e o z = 2, pentru orice z € C.

Din a), z o w = w o z (legea este comutativa), deci este suficient sa cerem z o e = z, pentru orice
zeC.

Scriem conditia folosind forma de la a):

(z—i)(e—1)+i=12

(z —1)(e — i) = z — i, pentru orice z € C

Alegem z = 1 + ¢, pentru care z — i = 1: obtineme —¢ =1, decie = 1 + 1.

Verificdm: z o (1 +4) = (z —4) - 1 + ¢ = z si, prin comutativitate, (1 + ¢) o z = z, pentru orice z € C.
Elementul neutru al legii este e = 1 + 4.

c) Ideea: forma de la a) aratd cd z ow — 7 = (2 — ) (w — 1); deci compunerea de trei ori se scrie ca un
cub.

Ardtam intai ca legea este asociativa, ca expresia z o z o z sd aiba sens. Pentru orice z,w,u € C:
(zow)ou=(zow—14)(u—i)+i=(z—i)(w—1)(u—1)+1
zo(wou)=(z—t)(wou—1i)+i=(z—i)(w—1)(u—1)+1

Cele doua expresii sunt egale, deci legea este asociativa.

Pentru w = u = z obtinem:

zozoz=(z—1)3+1

Ecuatia devine:

(z—d) +i=-8+1

(z—1i)3=-8

Notdm w = z — i si folosim a® + b* = (a + b) (a* — ab + b?):

w+8=0« (w+2) (v —2w-+4) =0

Din w + 2 = 0 obtinem w = —2.

2+ 2431
Pentruw? —2w+4=0:A=4—16 = —12, VA = 2¢/3i, deci w = #:1i\/§i.
Revenim la z = w + 1.
Solutiile ecuatiei sunt z; = =2+, zo =1+ (1 + v3)isiz3 = 1+ (1 — V3) i.

Ria) (z—i)(w—1i)+i=zw—iz—iw—1+ib)e=1+14;¢c) z €
{2+, 1+ (1++v3)i, 1+ (1-V3)i}

SUBIECTUL al lll-lea

.

! !
_ . A . (uw\  uv—uv
a) Reamintim regula de derivare a catului: (—) = —
v

Aplicam regula cu u(z) = z, v/(z) = 1, v(z) = Inz, v'(z) = l:
T

1
l1-lnz—=z- -

fl(w) = 2 =

In“ z

Inz -1 .
= ———, pentru orice z € (1, +00).
In" 2
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Inz—1
Am ardtat ca f'(z) = =7

In’z

b) Reamintim: dreapta z = a este asimptota verticald la graficul lui f daca cel putin una dintre
limitele laterale ale lui f in a este infinita.
Functia f este continud pe (1, +00), deci asimptota verticald poate exista doar in capatul z =1 al

domeniului.

Pentru z — 1, £ > 1: numaratorul tindela 1, iarInz — 0, culnz > 0.
lim L i = 400

21 Inz 04

Dreapta de ecuatie z = 1 este asimptota verticald la graficul functiei f.

c) Ideea: impartind prin In z > 0, inegalitatea devine f(z) > e, deci aratdim ca minimul functiei f
este e.

Reamintim: dacd f' < 0 pe un interval, f este strict descrescdtoare pe el; daca f’ > 0, f este strict
crescatoare.

Numitorul In® z este pozitiv pe (1, 400), deci semnul lui ' este semnul lui Inz — 1.
fllzx)=0echez=1<z=c¢

Pentru z € (1,e), Inz < 1, deci f'(z) < 0 si f este strict descrescitoare pe (1, €.
Pentru z € (e, +00), Inz > 1, deci f'(x) > 0 si f este strict crescatoare pe [e, +00).
Rezultd cd z = e este punct de minim global: f(z) > f(e), pentru orice > 1.

Calculdm f(e) = li = e, deci li > e, pentru orice z > 1.
ne nTr

Cum Inz > 0 pentru z > 1, inmultim cu In z fara a schimba sensul inegalitatii.
Am ardtat ca z > elnz, pentru orice z € (1, +00).

R:a) f'(z) = ib)z=1;¢) f(z) > fle)=e

.2  a) Explicitam modulul, dupa semnul lui  — 1:
f(z) =1—=, pentrux <1, si f(z) =z — 1, pentru x > 1.
Impartim intervalul de integrare in punctul 1 (aditivitatea integralei fati de interval):

f02 f(z)dx = fol(l —z)dz + ff(a: —1)dx
Aplicim formula Leibniz-Newton, fab f(z)dx = F(b) — F(a):

x2\ (1 x? 2
(:E 2 > ‘0 < 2 $> 1

Inz -1

In’z

b) Folosim aceeasi explicitare: z f(z) = = — z? pe [0,1] si zf(z) = z*> — = pe [1, 3].
f03 zf(z)de = fol (z —2?) de + f13 (2? — z) de
Calculam prima integrala:

2 3 1
P O ‘:l_lzl
Jo (2~ a?) do (2 3)0 2 3 6

Calculam a doua integrala:

P (5-2) - (0-2) - (2-1)
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14

3

Adundm rezultatele:

1 14 1 28 29

3
fomf(m)dw_g'i_?_g—FE_F

_l’_

N | ©
=

. .29
Deci integrala este egala cu e

¢) Ideea: calculam integrala in functie de a si rezolvim ecuatia obtinuta.
Pentru a > 1, Impdrtim intervalul in punctul 1:

I f@)yde = [{(1—a)do+ [ (& —1)do

o y 1 . O . —1)2

Prima integrala este 2 din a). Pentru a doua, o primitiva a lui z — 1 este %:
—1 2.a -1 2

Jiw-1ar= E0 02D
2 1 2
1 (a—1)2

Deci foaf(m) dr = 2 + %

Rezolvam ecuatia:

1 a—1)2 5

1 @-1 s

2 2 2

(a—1)2=4,decia—1=2saua—1=-2.

Varianta a — 1 = —2, adicd @ = —1, nu convine, deoarece nu verifica conditia a > 1.

Numarul cautat este a = 3.

29
R:a) 1; b) E;c)a:3
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Simulare pentru examenul national de bacalaureat
Proba E. ¢)

Matematica M_mate-info
Simularea 100

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematici-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematicd-informaticd

* Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.

SUBIECTULI (30 de puncte)
S5p | 1. Determinati numarul complex z pentru care z 4+ 22 = —3 — 21.
5p | 2. Se considerd functiile f : R — R, f(z) = -2z + 3sig: R — R, g(z) = 2z + 1. Determinati

numdrul real z pentru care (f o g)(z) = —7.

Sp

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia log,(z — 4) + log,(z + 3) = 3.

Sp

4. Determinati probabilitatea ca, alegdnd un numar din multimea numerelor naturale de trei cifre, acesta sa
aiba toate cifrele egale.

Sp

5. In reperul cartezian zOy se considera punctele A(0,0), B(4,0) si C(1, 3). Determinati aria
triunghiului ABC si lungimea inaltimii din C' a triunghiului ABC'.

5p | 6. Se considera triunghiul ABC cu AB =7, AC = 8 si BC' = 13. Determinati masura unghiului A.
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
2 1 3
1. Se considerd matricea A(m) = [ 2m +1 2 m si sistemul de ecuatii

1 1 —-m-1
2r+y+32=0
(2m + 1)z + 2y + mz = —1, unde m este numar real.
z+y—(m+1)z=1

5p | a) Aratati ca det (A(0)) = —6.
Sp | b) Determinati valorile reale ale lui m pentru care sistemul este compatibil determinat.
5p | ¢) Determinati numerele intregi m pentru care sistemul are solutie unica (z, Yo, 2g), €U Zg, Yo Si 2o

numere intregi.

2. Se considerd polinomul f = X? — 3X2 + mX — 1, unde m este numr real.

Sp

a) Aratati ca f(1) = m — 3, pentru orice numar real m.

5p | b) Pentrum = 3, aritaticd f = (X — 1)3.
5p | ¢) Determinati numarul real m pentru care polinomul f are o riadécina reala al carei ordin de multiplicitate
este exact 2.
SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
72
1. Se considerd functia f : R — R, f(z) = cosz + TR
5p | a) Arataticd f'(z) = ¢ —sinz, x € R.
5p | b) Determinati intervalele de monotonie ale functiei f.
Proba scrisa la matematica M_mate-info Simulare - octavianghetu.ro
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica-informatica

Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informatica
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Sp ¢) Demonstrati cd cosx > 1 — %, pentru orice numar real x.
2. Se considera functia f : (0, 4+00) = R, f(z) = ﬁ

Sp | a) Calculati f12 z (22 + 1) f(z) dz.

SP | b) Ardtati ca ff f(z)dz = %ln g

5p | ¢) Calculati wl_l&loo [T f(¢)dt.

Proba scrisa la matematica M_mate-info
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informatica

Simulare - octavianghetu.ro
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Simularea 100 - Rezolvari si barem

octavianghetu.ro

Simulare pentru examenul national de bacalaureat
Proba E. ¢)
Matematica M_mate-info
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Simularea 100

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematici-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematicd-informaticd
¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daci este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in limitele

punctajului indicat in barem.
» Se acordi zece puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impértirea la zece a punctajului total acordat

pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

1. z+2Z=3a—bi,undez=a+bi,a,beR 3p

3a=—-3si—b=—2,deciz=—-1+2¢ 2p
2. (fog)z)=-22z+1)+3=—-4z+1 3p

—4zx+1=—-T,deciz =2 2p
3. (x—4)(z+3)=8<2>—x—-20=0 3p

x = b, care convine, iar x = —4 nu verifica conditia x > 4 2p
4. 900 de cazuri posibile 2p

. . . 9 1

9 cazuri favorabile (numerele 111,222, ...,999), deci p = 900 = 100 3p
5. AB =4sihe =d(C,0z) =3 2p

Aupc = 473 =6 3p
6 |, Dol 1 W

112 2
m(£LA) =120° 2p
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)

1.a) 2 1 3 3p

det (A(0)) =11 2 0|=-44+0+3-6-0+1

11 -1

det (4(0)) = —6 2p
b) det (A(m)) = 2(m — 1)(m + 3) 2p

sistemul este compatibil determinat < det (A(m)) #0 < m € R\ {-3,1} 3p
R R e e ey e ey e "

rg€EZ=(m+1)?2—-4€{-5-1,1,5} = me {-4,2} 2p

pentrum = —4, y, ¢ Z, iar pentru m = 2, solutia este (—1,2,0), deci m = 2 1p
2) | f(1)=1-3+m-—1 3p

F1) =m-3 2
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b) (X -1P=X%-3X?+3X -1 3p
pentrum =3, f = X3 - 3X2+3X —-1=(X—-1)3 2p
c) T1 = T3 = a, x3 = bsi relatiile lui Viéte 2a + b = 3, a’b = 1, deci 2a®> — 3a®> +1 =0 2p
(@ —1)*(2a + 1) = 0, iar @ = 1 da radécina tripla 1, deci nu convine 2p
1 15
a=—=,b=4,decim =a®+ 2ab=—— Ip
2 4
SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
1.a) (22 3p
(cosz) = —sinz si 5 ) =
f'(z) =z —sinz 2p
b) f"(x) =1 —cosz > 0, deci f’ este crescitoare, si f'(0) =0 2p
f'(z) < 0pe(—00,0]sif'(z) > 0pe[0,+00), deci f este descrescitoare pe (—oo, 0] si crescatoare | 3p
pe [0, +00)
©) x = 0 este punct de minim, deci f(z) > f(0), pentru orice z € R 2p
2 2
f(0) =1, deci cosz + % > 1, adicicosz > 1 — % 3p
2.2) | z (22 +1) f(z) = 1, deci integrala este ff ldz 3p
2
1
b) 1oz 2
f@) =2 - 57
1 1 8
> fz)de =In2— >(In5—1n2) = ~In— 3p
1
2 2 5
t)dt =ln ——=+ =1n2
i@ Var+1 2
lim ———— — 1, deci limita este = In2 3p
z—+00 /2 4+ 1 2
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Rezolvari explicate

SUBIECTUL |

1.1

Scriem numdrul complex in forma algebricd: z = a + bi, cu a,b € R.
Reamintim: conjugatul lui z = a + bi este Z = a — bi.

Calculam membrul stang:
z+2Z=a+bi+2(a—bi)=a+bi+2a—2bi =3a—bi

Ecuatia devine:

3a—bi=-3—-2¢

Reamintim: doua numere complexe sunt egale dacd au partile reale egale si partile imaginare egale.
Obtinem 3a = —3 si —b= —2,decia = —1sib=2.

Verificam: —1 +2¢ +2(—1—2i) = —14+2i —2 —4i = -3 — 2i.
Numarul cdutat este z = —1 + 2.

Riz=-1+2

Reamintim definitia compunerii: (f o g)(x) = f(g(=)), pentru orice z € R.
Inlocuim in expresia lui f pe z cu g(z):

(fog)(z) =—-29(x)+3=-2(2x+1)+3

Desfacem paranteza:

(fog)(z) = —4x — 2+ 3 = —4z + 1, pentru orice z € R

Ecuatia devine:

—4dr+1=-7

—4x = —8, deci z = 2.

Verificam: g(2) =5si f(5) = -10+3 = —T7.

Numarul cdutat este z = 2.

R:z=2

Punem conditiile de existenta a logaritmilor: z —4 > 0siz +3 > 0.
Din z > 4 si ¢ > —3 rezultd conditia z > 4.

Reamintim proprietatea log, a + log, b = log,(ab), pentru a, b > 0.
Ecuatia devine:

log, ((z —4)(z +3)) =3

Din definitia logaritmului, log, u = 3 < u = 23, deci:
(x—4)(x+3)=8

Desfacem parantezele:

2?2 —zr—-12=8s22-2-20=0

Calculdm discriminantul: A = (—1)2 —4-1-(—20) =1 + 80 = 81.

<y e 1-9 . 149
Radacinile sunt z; = — = —4 sizy = — = 5
z; = —4 nu verificd conditia > 4, deci nu convine.

xo = b verificd conditia; verificam si in ecuatie: logy 1 + log, 8 =0+ 3 = 3.
Solutia ecuatiei este z = 5.
R:xz=5
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1.4 o . . . nr. cazuri favorabile
Reamintim: probabilitatea unui eveniment este p =

nr. cazuri posibile

Numadram cazurile posibile. Numerele naturale de trei cifre sunt 100,101, . ..,999:

999 — 100 + 1 = 900 de numere, deci sunt 900 de cazuri posibile.

Numaram cazurile favorabile. Un numar de trei cifre cu toate cifrele egale este de forma @aa, cu a €
{1,2,...,9} (prima cifrd nu poate fi 0).

Acestea sunt 111,222,...,999, adicd 9 numere, deci sunt 9 cazuri favorabile.
Calculam probabilitatea:
_9 _ 1
P="900 ~ 100
Probabilitatea cerutd este p = —.
100
1
Rip=—
P= 700
1.5 Observam cd punctele A si B au ordonata 0, deci dreapta AB este axa Ox.

Reamintim formula distantei dintre doud puncte: PQ = /(zg — zp)? + (yo — yr)>
Calculam lungimea bazei:

AB=,/(4-10)2+ (0 -0)2 =16 =4

Iniltimea din C este distanta de la C' la dreapta AB, adici la axa Oz.

Distanta de la un punct la axa Oz este modulul ordonatei lui, deci h¢ = |yc| = 3.

baza - inaltimea
2

Reamintim formula ariei unui triunghi: A =

AB-hc 4-3
2 2
Aria triunghiului ABC este 6, iar indltimea din C are lungimea 3.

R: Agpc =6, hc =3

1.6 Cunoastem toate laturile triunghiului, iar unghiul A este opus laturii BC, deci aplicim teorema
cosinusului.
Reamintim teorema cosinusului: BC? = AB? + AC? —2- AB - AC - cos A.
Exprimdm cos A:
AB? + AC®? — BC?
2-AB- AC
Inlocuim lungimile laturilor:
49+64 —169 —56
cos A = = =—
2.7-8 112
Unghiul unui triunghi are masura in intervalul (0°,180°), iar pe acest interval singurul unghi cu

=6

Aupc =

cos A =

N |-

cosinusul —3 este 120°.
Deci m(£A) = 120°.
R: m(£A) = 120°
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SUBIECTUL al ll-lea

.1 a) Pentru m = 0 obtinem:
2 1 3
A0)=[1 2 o
1 1 -1

Reamintim regula lui Sarrus:
ailr a2 a3
a1 a2 Q23| = (11022033 + Q12023031 + 413021032 — (13022031 — Q11023032 — 412021033
asyr as2 ass
Aplicdm regula:
det (A(0)) =2-2-(-1)+1-0-1+3-1-1-3-2-1-2-0-1-1-1-(-1)
=—-4+0+3-6-0+1
= —6
Am aritat ci det (A4(0)) = —6.

b) Reamintim: un sistem de trei ecuatii cu trei necunoscute este compatibil determinat daca si
numai daca determinantul matricei sistemului este nenul.

Pentru det (A(m)) # 0, sistemul este de tip Cramer; pentru det (A(m)) = 0, rangul matricei
sistemului este mai mic decat 3, deci sistemul nu poate avea solutie unica.

Matricea sistemului este A(m). Calculam determinantul ei cu regula lui Sarrus:

det (A(m)) =2-2-(-m—1)+1-m-1+32m+1)-1-3-2-1-2-m-1—-1-2m+1)(—m —
1)

=—4m —4+m+6m+3—6—2m+ (2m* +3m +1)

=2m?+4m — 6

Dam factor comun 2 si descompunem trinomul m? + 2m — 3, care are radacinile 1 si —3:

det (A(m)) = 2(m — 1)(m + 3)

Rezolvim det (A(m)) = 0: (m —1)(m +3) =0 < m € {-3,1}.

Sistemul este compatibil determinat pentru m € R\ {-3,1}.

¢) Ideea: scriem solutia cu regula lui Cramer si punem conditia ca z, sa fie intreg; aceasta lasa doar
doua valori ale lui m, pe care le verificam.

Din b), sistemul are solutie unica doar pentrum € R\ {—3,1}, cAnd
A = det (A(m)) = 2(m — 1)(m + 3) # 0.

Reamintim regula lui Cramer: zy = %, Yo = %, zy = %, unde A,, A, A, se obtin inlocuind
coloana necunoscutei cu coloana termenilor liberi.
Calculdm determinantele cu regula lui Sarrus:
0 1 3
A,=1]-1 2 m |=0+m—-3-6—-0—(m+1)=-10
1 1 —-m-—1
2 0 3
A,=2m+1 -1 m |=02m+2)+0+(6m+3)+3-2m—-0=6m+38
1 1 -m-—1
2 1 0
A,=2m+1 2 —-1|=4-14+0-0+2—-(2m+1)=4—-2m
1 1 1
Simplificam prin 2 si obtinem:
-5 3m+4 2—m

0= (m—l)(m+3)’yo: (m—l)(m—|—3)’zo_ (m—1)(m+ 3)

Pentru m intreg, (m — 1)(m + 3) este numadr intreg nenul, iar zy € Z impune ca (m — 1)(m + 3) sa
fie divizor al lui 5:
(m—-1)(m+3) € {-5,-1,1,5}
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Observim c¢d (m — 1)(m +3) =m? +2m — 3 = (m + 1)? — 4, deci (m + 1)? € {-1,3,5,9}.

Singurul patrat perfect din aceastd multime este 9, deci m + 1 = £3, adicim = 2 saum = —4.
—12+4 8
Pentrum = —4: (m —1)(m+3) =5siy = T+ =z ¢ Z, deci m = —4 nu convine.
10 0 R .
Pentrum =2: (m —1)(m+3) =5,z = —1, yo = 5= 2, 20 = E= 0, toate numere intregi.

Verificam in sistemul pentrum =2:2-(-1)4+2+0=0,5-(-1)+2-2+2.-0= —1,
-1+2-3-0=1

Singurul numadr intreg ciutat este m = 2.

R: a) det (A(0)) = —6; b) m € R\ {-3,1}; ¢) m = 2, cu solutia (—1,2,0)
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1.2

a) Inlocuim X cu 1 in expresia polinomului:
fy=1*-3.124+m-1-1

=1-34+m-—-1

=m-3

Am aratat ca f(1) = m — 3, pentru orice numadr real m.

b) Pentru m = 3 obtinem f = X3 — 3X?% +3X — 1.

Reamintim formula cubului unei diferente: (a — b)® = a® — 3ab + 3ab® — b%.
Aplicdm formula pentru a = X si b= 1:

(X -1P3=X3-3X%2-1+3X-12-13=X%-3X?+3X -1

Cele doud polinoame au aceiasi coeficienti.

Deci, pentrum = 3, f = (X — 1)3.

¢) Ideea: notam radacina dubld cu a si a treia raddcind cu b, scriem relatiile lui Viete si obtinem o
ecuatie in a.

Fie a radacina reala de ordin de multiplicitate exact 2. Atunci radicinile lui f sunt z; = z2 = a si
r3=>b,cub#a.

Reamintim relatiile lui Viéte pentru polinomul X? + pX? + ¢X +7: x1 + 22 + 3 = —p,

1Ty + T1T3 + ToT3 = q, T1T2T3 = —T.

Pentru f = X3 — 3X?% + mX — 1 obtinem:

20 +b=3,a>+2ab=m,a’b=1

Din prima relatie, b = 3 — 2a, numdr real. Inlocuim in a treia:
a’(3—2a)=1&2a>—-3a2+1=0

Observdm ca a = 1 este raddcind: 2 —3+1 = 0.

Impartim la a — 1 si descompunem in continuare:

20 —3a®’+1=(a—1)(2a> —a—1) = (a—1)*(2a +1)

Decia =1saua = —%.

Pentru a = 1 obtinem b = 3 — 2 = 1 = q, adica radacina 1 ar fi tripla (cazul m = 3 de la b)), deci nu
convine.

Pentru a = —% obtinemb=3+1=4+#a.
Calculam m:

1 1 1 15
—@?42b=>42 (-2)4=2_4=_2
mEa =gt ( Q 4 4

2
1 1 15
Verificam: <X + 5) (X — 4) = <X2 + X + 4_1) (X — 4) =X3_3X2%2— IX — 1, adica exact f
15
pentru m = -
y . 15
Numarul cautat este m = — T

1
R:a) f(1) =m —3; b) (X—1)3:X?’—3X2—|—3X—1:f;c)’m:—z5

SUBIECTUL al lll-lea

.1

a) Reamintim derivatele folosite: (cosz)' = —sinz, (22) =2z si (c-u) = c-u'.
Derivam termen cu termen:

1
f'(z) = —sinz + 3 2z

= —sinx+z =z —sinx
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.2

Am ardtat ca f'(z) = ¢ —sinz, z € R.

b) Reamintim: dacd f' < 0 pe un interval, f este descrescdtoare pe acel interval, iar daca f' > 0, f
este crescdtoare.

Semnul lui f' nu se citeste direct, deci studiem monotonia lui f' cu ajutorul derivatei a doua.
f'(z) =(z —sinz) =1—cosz,z € R

Cum cosz < 1, avem f”(z) > 0, pentru orice z € R, deci functia f’ este crescatoare pe R.
Calculam f’(0) = 0 —sin0 = 0.

Pentru z < 0, din monotonia lui f/, f'(z) < f'(0) = 0.

Pentru z > 0, din monotonia lui £/, f'(z) > f'(0) = 0.

(Pentru x > 0 avem chiar f'(z) = « — sinz > 0, deoarece sinz < z pentru z > 0; cum f’ este functie
impara, f'(z) < 0 pentru x < 0.)

Deci functia f este descrescdtoare pe (—oo, 0] si crescatoare pe [0, +00).

c) Ideea: inegalitatea este echivalenta cu f(z) > 1 = f(0), deci aritdm cd = 0 este punct de minim
global al lui f.

Din b), f este descrescatoare pe (—oo, 0] si crescatoare pe [0, +00).

Deci z = 0 este punct de minim global al functiei f, adica f(x) > f(0), pentru orice z € R.

Calculdm valoarea minima:
2

0
f(0) = cos0 + 3= 1

2
. T .
Obtinem cos = + Y > 1, pentru orice z € R.

2
X
Scadem 5 din ambii membri.

3 z? . }
Am demonstrat cd cosx > 1 — —, pentru orice numar real .
2

R:a) f'(z) =z —sinz; b) f este descrescitoare pe (—oo, 0] si crescitoare pe [0, +00); €)
minimul lui f este f(0) =1
a) Simplificim integrandul: pentru orice z € (0, +00),
1
2 _ 2 _
z(z+1) fz) =z (= +1)'m—1
Aplicam formula Leibniz—Newton, fab g9(z) de = G(b) — G(a), unde G este o primitiva a lui g:
2
flzw(mz +1) f(z)dz = ffldw = x‘l =2-1=1

Integrala este egala cu 1.

b) Ideea: descompunem fractia in fractii simple, ca sa obtinem integrale cunoscute.
Cautam a,b,c € R cu _ :24—%.
z(z2+1) =z 22+1
Aducem la acelasi numitor si egaldm numardtorii:
l=a(2?+1)+ (bx+c)z=(a+bz*+cz+a
Identificim coeficientii: a =1,¢=0,a+ b =0, deci b = —1.
1 T
z 241"

Calculdm prima integrala:

Deci f(z) = € (0, 400).

21 2
fl—d:c:lnx =In2—-Inl1=1In2
T 1
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!
Pentru a doua integrald observam ci (z* + 1)' = 2z si folosim primitiva [ Y dr=Inu+ C, pentru
u

u > 0:
2 T _ ( +1) 1 2 2
flac2_+1 _fl z?+1 a’_iln(”@H)’l_

Scddem cele doua rezultate

1
5(1n5 —In2)

fl da:_ln2——ln5+—ln2——ln2——ln5

1
= 5(3ln2—ln5) =3 (1n8—1n5) = Eln

ot oo

1 8
Am aritat cd ff f(z)dz = 5 In =

¢) Ideea: calculdm integrala cu limita superioard variabild folosind primitiva de la b), apoi trecem la
limita.
. N .. 1
Din b), o primitivd a functiei f pe (0,+o00) este F(t) =Int — 3 In (2 +1).
Pentru = > 1, aplicim formula Leibniz—Newton:
x 1 1
J; ft)dt = F(z) — F(1) =lnz — Eln(xQ—l—l) + §1n2
1
Termenii ln z si 3 In (:1:2 + 1) tind amandoi la +o00 (nedeterminare co — 00), deci ii grupam intr-un
singur logaritm:
1 T
Inz—-In(22+1) =lnz—Invz?+1=In——
510 (2 +1) v o
Calculam limita argumentului scotand z factor comun sub radical:

lim = lim

T—+00 4/ 2 _|_ :1:—>+oo

x
Functia logaritm este continud, deci lim In ———= =1In1=0.

T—+00 v x2 +1
1
Obtinem hm f1 t)dt =0 + ln2 =3 In2.

1
Limita este egala cu 3 In2.

1 1
R: a) 1; b) f12f(:c)dm:§ln§;c) SIn2
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