PROBA GRATUITA

105 Simulari pentru
Bacalaureat la Matematica

Profil Stiinte ale naturii - Octavian Ghetu

3 simulari din culegere, cate una de pe fiecare nivel de dificultate.

Dupa fiecare simulare gasesti baremul (ca la minister) si rezolvarea explicata pas

cu pas a fiecarui exercitiu — exact ca in culegere.
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Simulare pentru examenul national de bacalaureat
Proba E. ¢)

Matematica M_st-nat
Simularea 1

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii

¢ Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
5p | 1. Aratati ca numarul z = (2 — 3'L')2 + 127 este numdr real.
5p | 2. Se considera functia f : R — R, f(x) = ma — 4, unde m este numar real. Determinati numarul real
m pentru care f(—1) = —2.
Sp | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia v/2z + 4 = v/z + 3.
5p | 4. Determinati probabilitatea ca, alegdnd un numar n din multimea A = {1, 2,3, ..., 48}, acesta si fie
divizibil cu 8.
5p | 5. In reperul cartezian 2Oy se considera punctele A(0,2), B(—1,4) si C(2,3). Aritati ca triunghiul
ABC este dreptunghic in A.
15
5P | 6. Stiind cd cosz = — T siz € (g, 7r) , calculati sin x.
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
S . _(1-2z 4z -
1. Se considera matricea A(z) = < 9 14 4:(:) , unde z este numar real.
5p | a) Aratati ca det (A(3)) = 7.
5p | b) Aratati ca A(z) - A(y) = A(z + y + 2zy), pentru orice numere reale  si y.
5p | ¢) Determinati numerele reale x pentru care A(x) - A(z) = A(12).
3 3
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x o y = % - 3.
S5p | a) Calculati 7 o 3.
S5p | b) Aratati cd e = 2 este elementul neutru al legii de compozitie ,,0”.
5p | ¢) Determinati perechile (m, n) de numere naturale pentru care m on = 12.
SUBIECTUL al I1I-lea (30 de puncte)
z+3
1. Se considera functia f : R —» R, f(z) = ———.
ia f fla) =
5p oy (2 2)(2+8)
a) Arata‘gl ca f (:II) = (1-2_{_—16)2’ z € R,
5P | by Calulati lim L&)~ F(0)
z—0 €T
5
SP | ¢) Aratati ca If(z) — f(y)] < 16 Pentru orice numere reale z i y.
2. Se considera functia f : R — R, f(z) = (2z — 2)e”.
5p | a) Aratati ca functia F': R — R, F(z) = (2z — 4)e", este o primitiva a functiei f.
Proba scrisa la matematica M_st-nat Simulare - octavianghetu.ro
Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii



5p | b) Determinati primitiva G a functiei f pentru care G(0) = —3.

5p | ¢) Aratati ca orice primitiva a functiei f este convexa pe intervalul [0, +00).

Proba scrisa la matematica M_st-nat Simulare - octavianghetu.ro
Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii



105 simulari pentru Bacalaureat - Matematica M_st-nat
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Simularea 1 - Rezolviri si barem

octavianghetu.ro

Simulare pentru examenul national de bacalaureat
Proba E. ¢)
Matematica M_st-nat
BAREM DE EVALUARE $I DE NOTARE

Simularea 1

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.

¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in limitele
punctajului indicat in barem.

» Se acordi zece puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impértirea la zece a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTULI (30 de puncte)
1. (2-3i)2=4—-12i+9i> = -5 — 12i 3p
z = —5 — 12¢ + 124 = —5, care este numadr real 2p
2. f(=1)=—m —4,deci —-m — 4 = -2 3p
m = —2 2p
3. 2c+4=z+3 3p
x = —1, care verifica ecuatia 2p
4. 48 de cazuri posibile 2p
6 cazuri favorabile (n € {8, 16, 24, 32,40, 48}), deci p = 4% = % 3p
5. AB = AC =+/55i BC = /10 3p
AB? 4+ AC? = B(?, deci triunghiul ABC este dreptunghic in A 2p
6. sin2av:1—%:ﬁ 3p
289 289
NS (7—r,71'):>sin:1:>0,decisina::i 2p
2 17
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
A = (g 13) sidet (4) = (-5) 13- 12- (-6) 3
det (A(3)) = —65+72="7 2p
b) elementele produsului A(z) - A(y) sunt 1 — 2z — 2y — 4zy, 4z + 4y + 8zy, —2x — 2y —4dzy, 1+ | 3p
4z + 4y + 8xy
cut =x +y+ 2zy ele sunt 1 — 2¢, 4¢, —2t, 1 + 4t, deci A(z) - A(y) = A(z + y + 2zy) 2p
<) A(z) - A(z) = A(22? + 2z), deci 222 + 22 = 12 2p
2?4+ —6=0,deciz =—3sauz =2 3p
28) |7,3-106 4 3p
5
703=12-3=9 2p
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5(z+3
b) xo2:%—3:x,pentruoricew€R 3p
201 = x o2 = z (legea este comutativd), deci e = 2 este elementul neutru 2p
©) mon=12< (m+3)(n+3) =75 2p
m+ 3 > 3sin+ 3 > 3 sunt divizori ai lui 75, deci (m, n) € {(0,22),(2,12),(12,2),(22,0)} 3p
SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
1.2) f(z) = 1-(z?+16) — (z+3) -2z 3p
(% + 16)2
() —z?2—6x+16 (2—z)(z+8) 2p
xr) = =
(% + 16)2 (% +16)?
— f(0
z—0 X
16 1 2
! = —— — p
1(0) 256 16
) f este strict descrescatoare pe (—oo, —8], strict crescatoare pe [—8, 2], strict descrescatoare pe 2p
1 1
2 —8) = ——sif(2) = -
2, +oo), eu f(-8) =~ f(2) = 1
1 1 , , 1 1 5 3
=< < =, pent R - <-4 === P
6= f(z) < 1> pentru orice z € R, deci |f(z) — f(y)| < 1 + 6= 16
2.2) | F'(z) =2e” + (2z — 4)€” 3p
F'(z) = (2z — 2)e* = f(x), pentru orice z € R, deci F este o primitiva a lui f 2p
b) G(z) =2z —4)e"+c,ceR5iG(0)=—-4+c 3p
c=1,deci G(z) = (2 — 4)e" + 1 2p
c) H"(z) = f'(z) = 2xe®, pentru orice primitiva H a lui f 2p
H"(z) > 0, pentru orice € [0, +00), deci H este convexa pe [0, +00) 3p
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Rezolvari explicate

SUBIECTUL |

1.1

Reamintim formula patratului unei diferente, (a — b)? = a® — 2ab + b?, si faptul ca i? = —1.
Calculam patratul:
(2-30)2=2—2-2.3i + (3)’

=4 — 12§ + 942
=4—-12—-9=-5—-123
Adunam 123:

z=—-5—-1214 12 = -5

Reamintim: numarul complex z = a + bi, cu a,b € R, este real daca partea lui imaginara este b = 0.
Numadrul z = —5 are partea imaginara egald cu 0.

Am aratat ca numarul z este numar real.

R:iz=-5€R

Inlocuim z = —1 in expresia functiei:
f(-1)=m-(-1)—4=-m—4

Conditia f(—1) = —2 devine ecuatia:
-m—4=-2

Trecem —4 in membrul drept, cu semn schimbat:
-m=-2+4

—-m =2

Inmultim ambii membri cu —1 si obtinem m = —2.
Verificam: pentru m = —2, f(z) = -2z —4si f(-1) =2 -4 = -2.
Numarul cdutat este m = —2.

R:m = -2

Punem conditiile de existenta ale radicalilor: expresiile de sub radical trebuie si fie nenegative.
2¢+4 >0,adicaz > —2,siz+3 >0, adicaz > —3.

Ambele conditii sunt indeplinite pentru z € [—2, +00).

Cei doi membri ai ecuatiei sunt numere nenegative, deci putem ridica ecuatia la patrat:
2r4+4=z+3

Trecem termenii cu z in membrul stang si numerele in membrul drept:

20 —x=3-4

z=-—1

Valoarea x = —1 verificd conditia z > —2.

Verificim in ecuatie: /2 - (—1) +4 = v/2si v/—1+ 3 = /2.
Solutia ecuatiei este z = —1.

Rixz=-1
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1.4

Reamintim: cand toate cazurile sunt egal posibile, probabilitatea unui eveniment este p =
nr. cazuri favorabile

nr. cazuri posibile
Multimea A are 48 de elemente, deci sunt 48 de cazuri posibile.
Cautdm numerele din A divizibile cu 8, adicd multiplii lui 8 care sunt cel mult egali cu 48:
8-1=8,8-2=16,8-3=24,8-4=32,8-5=40,8-6=48
Urmatorul multiplu, 8 - 7 = 56, este mai mare decit 48, deci nu apartine multimii A.
Sunt 6 cazuri favorabile: n € {8, 16, 24, 32, 40, 48}.
Calculam probabilitatea:
6 1
P48 8

Probabilitatea cerutd este p =

|~

ey L
.p—8

Ca sd ardtam cd unghiul din A este drept, calculdm lungimile laturilor si aplicdm reciproca teoremei
lui Pitagora.

Reamintim formula distantei dintre punctele M (x1,y1) si N(z2,y2):

MN = \/(zy — 21)? + (y2 — y1)%.

AB=/(-1-02+{@d-22=vi+4=15

AC=/B=0P+ (322 = VA+1= 15

BC = \/(2—(—1))2+(3—4)2=\/W= V10

Calculam AB? + AC? = 5+ 5 = 10 si BC? = 10, deci AB? + AC? = BC>.

Reamintim reciproca teoremei lui Pitagora: daca intr-un triunghi patratul unei laturi este egal cu
suma patratelor celorlalte doua laturi, atunci unghiul opus acelei laturi este drept.

Latura BC se opune varfului A4, deci { BAC = 90°.
Am ardtat ca triunghiul ABC este dreptunghic in A.
R: AB? + AC? = BC? = 10, deci {BAC = 90°

Reamintim formula fundamentala a trigonometriei: sin? 2 4 cos® ¢ = 1, pentru orice numar real z.
15

Exprimam sin” z si inlocuim cos z = — e

2
sinfz=1-cos?z=1— <_E>

17
2
289
_289-225 64
289 289
.. ) 8
Decisinxz = 17 sau sinx = -1

Pentru z € (%, 7r) (cadranul al II-lea), sinusul este pozitiv, deci valoarea —% nu convine.

8
Obti inzg = —.
tinem sin x T

8
R:sine = —

17
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SUBIECTUL al ll-lea

.1 a) Inlocuim z = 3 in matricea A(z):

AB) = (1—_66 1 jlu212>

(-5 12
—\-6 13

b

Reamintim formula determinantului de ordinul 2: ‘Z d‘ = ad — be.
Calculam:

det (A(3)) = (—5)-13 — 12 (—6)

= —65+ 72

=7

Am aratat ca det (A(3)) = 7.

b) Reamintim regula de inmultire a matricelor: elementul de pe linia ¢ si coloana j al produsului se
obtine inmultind, termen cu termen, linia 7 a primei matrice cu coloana j a celei de-a doua si
adunand rezultatele.

Fie z,y € R. Inmultim matricele

1-2z dx . 1-2 4
= (152 ) sam= ("5 )
Linia 1, coloana 1:
(1—2z)(1—2y) + 4z - (—2y)
=1-2x—-2y+4zy —8zy=1—-2z — 2y — 4y
Linia 1, coloana 2:
(1—2z) -4y + 4z(1 + 4y)
=4y — 8xy + 4x + 16xy = 4z + 4y + 8zy
Linia 2, coloana 1:
—2z(1 — 2y) + (1 + 4z) - (—2y)
= 2z +4dxy — 2y — 8xy = —2x — 2y — 4dzy
Linia 2, coloana 2:
—2z -4y + (1+4=z)(1 + 4y)
= —8zy+ 144z + 4y + 162y = 1 + 4o + 4y + 8zy
Notam t = = + y + 2zy. Elementele obtinute se scriu cu ajutorul lui ¢:
1 -2z —2y— 4oy =1—2tsidx + 4y + 8xy = 4t
—2x —2y—4dry=—-2tsil +4x+4y+8xy =144t
. 1-2¢ 4t
Deci A(z) - A(y) = ( ot 14 4t) = A(?).

Am aritat ca A(z) - A(y) = A(z + y + 2zy), pentru orice numere reale x si y.

¢) Ideea: folosim relatia de la b) pentru y = x si apoi egaldm elementele corespunzatoare ale celor
doud matrice.

Din b), pentru y = z, obtinem:

A(z) - A(z) = Az + = + 2z - ) = A(22% + 2z)

Ecuatia devine A(2z? + 2z) = A(12).

Reamintim: doud matrice sunt egale dacd au elementele corespunzitoare egale.

Egalam elementele de pe linia 1, coloana 2: 4(2z2 + 2z) = 4 - 12, adica 2z + 2z = 12.

Pentru aceastd egalitate coincid si celelalte elemente, deoarece toate depind doar de 2% + 2z.
Impartim ecuatia la 2:

??+z-6=0

Calculam discriminantul: A =12 —4-1-(—6) = 14 24 = 25.
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—1++v25 -1+5

T12 = 5 ) , deci T = 2 Sl Ty = —3.
Verificim: pentruz =2,2-4+2-2=12;pentruz = —3,2-9+ 2. (-3) = 12.
Numerele reale cdutate sunt z = —3 si z = 2.

R: a) det (A(3)) = 7; b) A(z) - A(y) = A(z + y + 2zy); ©) = € {-3,2}
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1.2 a) Aplicam definitia legii pentru z = 7 si y = 3:

7+3)(3+3
703:—( +3)3+ )—3
5
10-6
=—-3
5
60
=— -3
5
=12-3
=9
Deci 703 =09.

b) Reamintim: e € R este elementul neutru al legii ,,0” dacd x o e = e o x = z, pentru orice z € R.
Observam intai cd legea este comutativd, deoarece inmultirea numerelor reale este comutativa:
_ @3 +d) . wt+3)(=+3)
5 5
Fie z € R. Calculam z o 2:

02:(x+3)5(2+3)3

— 3 =y oz, pentru orice z,y € R.

_S@+3)

Din comutativitate, 2oz =z 02 = x.
Deci x 02 = 20 = z, pentru orice z € R, iar 2 € R.

Am ardtat cd e = 2 este elementul neutru al legii de compozitie ,,0”.

¢) Ideea: scriem ecuatia ca produs a doi factori naturali egal cu un numar si folosim divizorii acelui

numar.
Scriem ecuatia m o n = 12 cu ajutorul definitiei legii:
(m+3)(n+3) _3_19
5
(m+ 3)5(n + 3) 15

(m+3)(n+3)="175
Cum m,n € N, numerele m + 3 si n + 3 sunt naturale si cel putin egale cu 3.

Deci m + 3 si n + 3 sunt divizori ai lui 75 = 3 - 52, cu produsul 75.
Divizorii naturali ai lui 75 sunt 1, 3, 5, 15, 25, 75.
Divizorul 1 nu convine (este mai mic decit 3); atunci nu convine nici 75, deoarece celdlalt factor ar fi
1.
Rdman variantele:
(m+3,n+3) €{(3,25),(5,15),(15,5),(25,3)}
Scadem 3 din fiecare numar:
(m,n) € {(0,22),(2,12), (12,2),(22,0)}
ch e 5-15
Verificdm o pereche: 2012 = o 3=15-3=12.
Perechile cautate sunt (0,22), (2,12), (12, 2) si (22,0).

R:a) 703 =9;b) z02 =20z =z, pentru orice z € R; ¢) (m,n) €
{(07 22)7 (27 12)’ (127 2)’ (227 0)}
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SUBIECTUL al lll-lea

.1 a) Functia f este catul a doud functii derivabile pe R, iar numitorul 2 + 16 > 16 > 0 nu se anuleaza.

. . L (uy vv—u-?
Reamintim regula de derivare a catului: (;) —
Pentru u(z) = z + 3 si v(z) = > + 16 avem v/ (z) = 1 si v'(z) = 2z.

1-(2*416) — (z +3) - 2z
fay = L@ F19 —(+9)
(22 4 16)

z? 4 16 — 222 — 6z

(z2 + 16)2
—z’ — 6z + 16

(22 + 16)2
Desfacem produsul din enunt ca sa comparam numardtorii:
(2—z)(z+8) =2z + 16 — 2> — 8z = —z? — 6z + 16.
2 — +38

Deci f'(z) = %, pentru orice z € R.
Am aratat egalitatea ceruta.

. o . . A . z)—J\T . oA .. S
b) Reamintim definitia derivatei intr-un punct: f’(z¢) = lim M, atunci cand limita existd

T—To T — X
si este finita.
Functia f este derivabila in z, = 0, deci:

i 1@) = £(0)

ol
z—0 rz—0 o f (O)
Calculdm f’(0) cu formula de la a):
2-0)(0+8
po) = E=00+8)
(02 + 16)
161
256 16
Verificam si prin calcul direct. Avem f(0) = 6 iar
z+3 3
16z 448 — 32% — 48
N 16(z% + 16)
_ x(16 — 3z)
~ 16(x2 + 16)
R - 16 — 1 1
Impartim la z # 0: f(2) — £(0) = 6 — 5z , care tinde la _16 = —cand z — 0.
x 16(z2 + 16) 16-16 16
Deci lim —f(m) —#0) = i
z—0 T 16

c) Ideea: determinam cea mai mica si cea mai mare valoare a functiei f; daci m < f(z) < M pentru
orice z € R, atunci diferenta a doua valori ale functiei este cel mult M — m in modul.

Rezolvam ecuatia f'(z) = 0: (2 —z)(z +8) =0, deci z = —8 sau ¢ = 2.

Numitorul (z* + 16)? este pozitiv, deci f'(z) are semnul produsului (2 — z)(z + 8).

Reamintim: daca f’ < 0 pe un interval, f este strict descrescatoare pe el; dacd f’ > 0, f este strict
crescdtoare.

Pe (—00,—8):2—2 >0siz+ 8 <0,deci f/(x) < 0si f este strict descrescatoare pe (—oo, —8].
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Pe (—8,2):2—2 > 0siz+8 >0, deci f'(x) > 0si f este strict crescitoare pe [—8, 2].
Pe (2,+00):2—x <0siz+8>0,deci f/(z) < 0si f este strict descrescatoare pe [2,+00).
Calculam valorile in punctele critice:
—8+3 -5 1 . 2+3 5
=66 8 16°7?

T 4116 20

4
Cea mai mica valoare: pentru z < 2, din monotonie, f(z) > f(—8) = —%6; pentruz > 2,z + 3 > 0,
1
deci 0>——.
eci f(z) >0> 6

1
Cea mai mare valoare: pentru z > —8, din monotonie, f(z) < f(2) = 7 pentruz < =8,z + 3 <0,
1
deci f(z) <0< -.

4
. 1.1 ,
Pr1nurmare——§f(x)§z$1—1—6§f(y)<—,pentruorlcex,yeR.
1 1 5 1 1 5
Scidem: - < [-=)="r5i - > =__
cadem: 1(a) ~ £0) < 7 - (35 ) = 15 /@)~ S0) = 15~ 1 =15

Am aratat ca |f(z) — f(y)| < % pentru orice numere reale x si y.

(2—2z)(z +8) 1 1 1 . .

. / = /2 . . < < Z _
R: a) f'(z) 1167 b) 6 9] TR f(z) < 4 pentru orice = € R, deci | f(x)
fWIS3+ =1

YI=47 16~ 16

.2 a) Reamintim: F este o primitivd a functiei f pe R dacd F este derivabila pe R si F'(z) = f(z),
pentru orice z € R.
Functia F este produsul functiilor derivabile u(z) = 2z — 4 si v(z) = e”, deci este derivabila pe R.

Reamintim regula de derivare a produsului, (u-v) =u' - v+ u - v/, si derivata (e*) = €”.

Fl(x) =2z —4) - e + 2z — 4) - (e*)

= 2¢e” + (22 — 4)e”

= (24 2z — 4)e”

= (2z — 2)e® = f(x), pentru orice z € R

Am aratat ca functia F este o primitivd a functiei f.

b) Reamintim: dacd F' este o primitiva a functiei f pe un interval, atunci orice altd primitiva a lui f
pe acel interval are forma F' + ¢, unde c este o constantd reald.

Din a), primitiva cautatd are forma:

Gz)=(2x—4)e*+c,zeR,cuceR

Calculdm G(0), folosind e = 1:

G0)=(2:0-4)-e"+c=-4+c

Conditia G(0) = —3 devine ecuatia:

—4+c=-3,decic=1.

Verificam: G(0) = -4+ 1 = -3, iar G'(z) = F'(z) = f(z).

Primitiva cautatd este G : R — R, G(z) = (2z — 4)e* + 1.

c) Ideea: derivata a doua a unei primitive este derivata lui f; aratdm cd f'(x) > 0 pe [0, +00).
Fie H o primitiva oarecare a functiei f. Atunci H'(xz) = f(z), pentru orice z € R.

Functia f este derivabil3, deci H este de doud ori derivabild si H" (z) = f'(z).

Calculdm f’(x) cu regula de derivare a produsului:

fl(xz) =2z —2)-€e"+ (22 — 2) - (")

= 2e" 4 (2z — 2)e”
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= 2ze”, pentru orice z € R

Reamintim: daca H”(x) > 0 pentru orice  dintr-un interval, atunci H este convexd pe acel interval.
Pentru z € [0,400) avem z > 0 si e® > 0, deci H"(z) = 2ze® > 0.

Deci H este convexa pe [0, +00).

Cum H este o primitiva oarecare, am aratat ca orice primitivad a functiei f este convexa pe intervalul
[0, +00).

R:a) F'(z) = (2z — 2)e” = f(z); b) G(z) = (2z — 4)e” + 1;¢) H'(z) = f'(z) = 2ze” > 0, pentru
orice z € [0, +00)
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Simulare pentru examenul national de bacalaureat
Proba E. ¢)

Matematica M_st-nat
Simularea 46

Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii

¢ Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.

SUBIECTULI (30 de puncte)

Sp

1. Aritati ca v/162 — /48 = /6.

Sp

2. Se considera functia f : R — R, f(x) = ma — 2, unde m este numar real. Determinati numarul real
m pentru care f(—1) = 1.

Sp

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia log, (:132 — 3z —5) =log,(3 — x).

Sp

4. Calculati probabilitatea ca, alegdnd un numar n din multimea numerelor naturale de doua cifre, acesta
sd aiba suma cifrelor egala cu 9.

5p | 5. In reperul cartezian zOy se considerd punctul A(4,2) si dreapta d de ecuatie x — 4y — 3 = 0.
Determinati ecuatia dreptei care trece prin punctul A si este paraleld cu dreapta d.
8 3
P | 6. Stiind ci sinz = —ize (7r, 7“) calculati cos z.
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1.
Se considerd matricea
-1 1 2
Am)=12 m+1 -1
2 —2 3

si sistemul de ecuatii

—Tz+y+22=26
2c+ (m+ 1)y —z=-1,
2 — 2y +32=9

unde m este numar real.

5p | a) Ardtati cd det (A(2)) = —35.
5p | b) Determinati valorile reale ale lui m pentru care sistemul are solutie unica.
5p | ¢) Pentru m = —1, rezolvati sistemul de ecuatii.
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie ¢ o y = —xy + 6z + 6y — 30.
5p | a) Calculati 4 o 8.
Sp | b) Aratati cd e = 5 este elementul neutru al legii de compozitie ,,0”.
5p | ¢) Rezolvati in multimea numerelor reale inecuatia x o x > x o 4.
Proba scrisa la matematica M_st-nat Simulare - octavianghetu.ro

Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii



SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
1. Se considerd functia f : R — R, f(z) = 2* — 27z — 4.

Sp | a) Aratati cd f'(z) = 3(z — 3)(z + 3),z € R.

— (<1
SP | b) Calculati lim f@) = (=)
z——1 z+1

5p | ¢) Arétati ca z® — 27x — 4 > —58, pentru orice z € [0, +00).

2. Se considera functia f : R — R, f(z) = (4z + 2)e”.

Sp | a) Aratati ca fol f(z) e *de =4

5p | b) Calculati fol f(z)dz.

Sp ¢) Aratati ca orice primitiva a functiei f este convexa pe intervalul [— > —|—oo) .

Proba scrisa la matematica M_st-nat Simulare - octavianghetu.ro
Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
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Simularea 46 - Rezolviri si barem

octavianghetu.ro

Simulare pentru examenul national de bacalaureat
Proba E. ¢)
Matematica M_st-nat
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Simularea 46

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in limitele

punctajului indicat in barem.
» Se acordi zece puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impértirea la zece a punctajului total acordat

pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1. V162 = 3+/6 si /48 = 2/6 3p
3v/6 — 2v6 = /6 2p
2. f(-1)=—m—2,deci—-m—2=1 3p
m=—3 2p
3. 2?2 -3z —-5=3—=x,deciz? -2z —-8=0 3p
x = —2 (z = 4 nu verifica conditia 3 — z > 0) 2p
4. 90 de cazuri posibile 2p
9 cazuri favorabile (18,27, ... 90), deci p = — — — 3p
90 10
S. my = i, deci panta dreptei cautate este %1 Zp
y—2=£11(:c—4),adic€1;v—4y+4=0 3p
64 225
6. costzl—@:@ 3p
z in cadranul al III-lea, deci cosx = — % 2p
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
l.a) | det (A(2)) =—-9—2—8—12+ 2 — 6 (regula lui Sarrus) 3p
det (A4(2)) = -35 2p
b) det (A(m)) = —Tm — 21 3p
sistemul are solutie unicd < det (A(m)) #0< m# -3 2p
c) A=-14,A, =14, A, =14, A, = —42 2p
(z,y,2) = (1,1,3) 3p
2a) [408=-32+24+4+48-30 3p
408=10 2p
b) zob=—-brx+6x+30—-30==z 3p
5 oz = z, deci e = 5 este elementul neutru 2p
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0) zox=—(xr—6)2+6sizod=2(zx—6)+6 2p
(z —4)(x — 6) <0, deciz € [4,6] 3p
SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
lLa) | f'(z) = 32> — 27 3p
f'(z) =3 (2*—9) =3(z — 3)(z +3) 2p
b) limita este f'(—1) 3p
f(-1)=3-27=-24 2p
c) [ este strict descrescatoare pe [0, 3] si strict crescatoare pe [3, +00) 2p
f(3) = —58 este valoarea minima pe [0, +00), deci z3 — 27z — 4 > —58 3p
1

2.2) fol (4z +2)dx = (23:2 + 23:) ‘0 3p
4-0=4 2p

1
b) f01(4:v +2)e” dz = (4z + 2)e*| — f()l 4e” dx 3p

0
be —2— (de —4) =2e+2 2p
©) F'(z) = f'(z) = (4 + 6)e”, pentru orice primitiva F a lui f 3p

3

F"(z) > 0pe [—5, —i—oo), deci F este convexa pe acest interval 2p
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Rezolvari explicate

SUBIECTUL |

1.1

Scoatem factorii de sub radicalii de ordinul 3, folosind vadb = av/b.
Descompunem: 162 = 27 - 6 = 32 - 6, deci v/162 = 3/6.
Descompunem: 48 = 8 - 6 = 23 . 6, deci v/48 = 2v/6.
Inlocuim:

V162 — /48 = 3/6 — 2v/6

Dim factor comun +/6:

— (3-2)¥6 =6

Am aritat ci v/162 — /48 = /6.

R: 3V/6 — 2v/6 = V6

Calculam f(—1), inlocuind z cu —1:
f-)=m-(-1)—2=-m—2

Scriem conditia din enunt:

-m—-2=1

-m=3

m= -3

Verificam: pentrum = -3, f(z) = -3z —2si f(—-1) =3 —-2=1.
Numdrul real ciutat este m = —3.

R:m=-3

Punem conditiile de existenti: argumentele logaritmilor trebuie si fie strict pozitive, adica z? —
3r—5>0si3—z>0.

Functia logaritmicd log, este injectiva, deci egalitatea logaritmilor implicd egalitatea argumentelor:
22 -3z—-5=3—=x

22 —-2x—-8=10

o . 2+
Calculam discriminantul: A = (—=2)2 —4-1-(—8) =4+ 32 =36, deciz = Tﬁ
Obtinem x = 4 sau ¢z = —2.
Pentru z = 4: 3 —z = —1 < 0, deci z = 4 nu verificd conditiile de existentd si nu convine.

Pentruz = —2:3 — (=2) =5>0si (-2)>—3-(-2) =5 =446 —5=5 > 0, deci conditiile sunt
indeplinite.

Verificim: ambii membri sunt egali cu log, 5.

Solutia ecuatiei este z = —2.

Riz=-2
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1.4

Reamintim: cadnd toate cazurile sunt egal posibile, probabilitatea unui eveniment este p =
nr. cazuri favorabile

nr. cazuri posibile

Numerele naturale de doua cifre sunt 10,11, ...,99, adica 99 — 10 + 1 = 90 de numere: 90 de cazuri
posibile.

Ciutim numerele ab, cua € {1,...,9}, b€ {0,...,9}sia +b=9.

Pentru fiecare cifrd a zecilor a € {1,2,...,9}, cifra unitatilor este b =9 — a € {0, ..., 8}, deci
corecta.

Obtinem numerele 18,27, 36, 45, 54,63, 72,81, 90: 9 cazuri favorabile.
Calculam probabilitatea:

9 1

P=%90 " 10
. . 1

Probabilitatea cerutd este p = 1o
R:p— 1

P70
Determinam panta dreptei d, scriind ecuatia ei sub forma y = mz + n:

. 1 . 1

dy =2 —3,deciy = Vil ?I iar panta este my = T

Reamintim: doud drepte neverticale sunt paralele daca si numai dacd au aceeasi panta (si nu
coincid).

- 1
Panta dreptei cdutate este m = T
Reamintim ecuatia dreptei care trece prin punctul (z,y,) si are panta m: y — yo = m(z — ).

1
Pentru A(4,2):y — 2 = Z(w —4).
Inmultim cu 4: 4y — 8 = = — 4, adici = — 4y + 4 = 0.
Punctul A nu se afld pe d (4 — 8 — 3 # 0), deci dreapta gasita este diferitd de d.
Ecuatia dreptei cautate este z — 4y + 4 = 0.

Rixz—4y+4=0

Reamintim formula fundamentali a trigonometriei: sin® z + cos® z = 1.
2

Calculam cos® z:
64
2p—=1—gin?pr=1— —
COSs™ @ sSin- r 289
28964 225
289 289
15 15

Deci cosx = I7 sau cosx = T

3
Pentru z € <7r, ;) (cadranul al IlI-lea), cosinusul este negativ.

15 .
Valoarea 7 nu convine.

15
ﬁ.
15
17

Deci cosz = —

R:cosx = —



105 simulari pentru Bacalaureat - Matematica M_st-nat

octavianghetu.ro

SUBIECTUL al ll-lea

1.1

a) Inlocuim m = 2: m + 1 = 3, deci

A(2)

-1

—2

2

3

Reamintim regula lui Sarrus pentru o matrice M = (a;;) de ordinul 3:

det M = ai1aasz + a12a23a31 + a13a21a32

—0a13G22031 — 11023032 — 412021033

Aplicdm regula:
det (A(2))

(-1)-3-3+1-(-1)-2+2-2-(-2)

~-2:3:2—(=1)-(-1)-(-2)—1-2-3
=-9-2-8-12+2-6=-35
Am aritat ca det (A(2)) = —35.

b) Reamintim: un sistem de trei ecuatii cu trei necunoscute are solutie unicd daca si numai daca
determinantul matricei sistemului este nenul (sistem de tip Cramer).
Matricea sistemului este A(m). Calculam determinantul cu regula lui Sarrus:
=-3m+1)+1-(-1)-2+2-2-(-2)
—2.2(m+1)—(=1)-(=1)-(-2)—1-2-3

)—2—-8—-4(m+1)+2—-6
=—T7m+1)—14=-Tm—-21=-T(m+3)
Verificam cu a): pentrum = 2, —7-5 = —35.
Determinantul se anuleaza doar pentru m + 3 = 0, adicdi m = —3.
Deci det (A(m)) # 0 < m # —3.
Sistemul are solutie unica pentru m € R\ {—3}.

det (A(m))

=-3(m+1

A,

c) Ideea: pentru m = —1 determinantul este nenul, deci aplicam regula lui Cramer: = = N
A, A
VTA T A

Pentru m = —1, sistemul este —x +y + 2z =6, 2z — 2 = —1, 2z — 2y + 3z = 9, iar

A = det (A(—1))

6
A, =1

9

-1
Ay=12

2

-1
A, =12

2
Obtinem x =

1

—14

=-7.2=—-14+#0.
A, se obtine inlocuind prima coloand cu coloana termenilor liberi (6, —1,9):
2
—11=0-94+4-0—-12+3=-14
3
2
—1|=3—-12+36+4—-9—-36=—-14
3
6
—-1]=0-2-24—-0+4+2—-18 = —42
9
—14 —42
=i ,y—_—14_1,2—_—14—3.

Verificam in ecuatii: -1 4+14+6=6,2—-3=-1,2—-2+9=0.
Solutia sistemului este (z,y,2) = (1,1, 3).

R: a) det (A(2))

—35; b) m € R \ {—3}; C) (m7y7 Z) = (1a 1,3)
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1.2

a) Inlocuim z = 4 si y = 8 in definitia legii:
408=-4-8+6-4+6-8—30
=—-32+24+48—30

=10

Deci 408 = 10.

b) Reamintim: e este element neutru al legii ,,0” dacd x o e = e o x = z, pentru orice numar real z.
Calculam z o 5, pentru un numadr real  oarecare:

zob=-5r+6x+6-5—30

=-br+6x+30—-30==2

Calculam si 5 o z:

boxr=-br+6-5+6x—-30==x

Deci z 05 = 5 0 z = z, pentru orice numar real z.

Am aratat ca e = 5 este elementul neutru al legii de compozitie ,,0”.

c) Ideea: scriem legea ca un produs plus o constantd; inecuatia devine o inecuatie de gradul al doilea,
cu factorul comun z — 6.

Observam ci (z — 6)(y — 6) = zy — 6z — 6y + 36, deci —zy + 6z + 6y — 30 = —(z — 6)(y — 6) + 6.
Asadar z oy = —(z — 6)(y — 6) + 6.

Calculam cei doi membiri ai inecuatiei:

zox=—(x—6)*+6

zod=—(x—6)(4—6)+6=2(x—6)+6

Inecuatia devine:

—(z—6)2+6>2(z—6)+6

—(x—6)2—2(x—6) >0

Inmultim cu —1 si schimbim sensul inegalitatii: (z — 6)? + 2(z — 6) < 0.

Dam factor comun z — 6: (z — 6)(z — 6 +2) <0, adicd (z — 4)(z — 6) < 0.

Reamintim: trinomul de gradul al doilea cu coeficientul dominant pozitiv este negativ sau nul intre
rddacini (inclusiv in ele).

Réddcinile sunt 4 si 6, deci (x —4)(z —6) <0< z € [4,6].

Multimea solutiilor inecuatiei este [4, 6].

R:a)408=10;b) zo5 =50z ==x,decie =5;c) z € [4,6]

SUBIECTUL al lll-lea

.1

a) Derivim termen cu termen. Reamintim: (z")" = nz" 1, iar derivata unei constante este 0.
f'(x) = 32% — 27

Dam factor comun 3:

fl(z)=3(z"—9)

Folosim formula a?> — * = (a — b)(a + b): 22 — 9 = (z — 3)(z + 3).

Deci f'(z) = 3(z — 3)(z + 3).

Am aratat egalitatea cerutd, pentru orice z € R.

b) Reamintim definitia derivatei intr-un punct: f'(a) = lim fle) = fla)

, pentru o functie derivabild
T—a Tr—a

in a.

Pentru a = —1 avem « — a = = + 1, deci limita ceruta este exact f'(—1).
Functia f este derivabila pe R, deci si in —1.

Calculam cu formula de la a):

F(~1) =3+ (~1-8)- (-1 +3)

=3.(=4)-2
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.2

=-24
Putem verifica si cu forma f'(z) = 32* — 27: f'(—1) =3 — 27 = —24.
Deci lim M = —24.

rz——1 T + 1

c) Ideea: studiem monotonia lui f pe [0, +00) si ardtam ca valoarea minima a lui f pe acest interval
este —bH8.

Rezolvam f'(z) = 0: x = 3 sau = = —3; In intervalul [0, +00) se afld doar z = 3.

Pentru z > 0 avem z + 3 > 0, deci semnul lui f'(z) este semnul lui z — 3.

Pe [0,3) avem f'(z) < 0, deci f este strict descrescitoare pe [0, 3].

Pe (3,+00) avem f'(x) > 0, deci f este strict crescatoare pe [3,+00).

Deci « = 3 este punctul de minim al lui f pe [0, +00).

Calculam valoarea minima: f(3) = 27 — 81 — 4 = —58.

Pentru z € [0,3]: f(z) > f(3) = —58; pentru z € [3,+00): f(z) > f(3) = —58.

Am aritat ca z® — 27z — 4 > —58, pentru orice z € [0, +00).

R: a) f'(z) = 3(z — 3)(z + 3); b) —24; c) minimul lui f pe [0, +o0) este f(3) = —58
a) Simplificim functia de sub integrala: f(z) - e * = (4z + 2)e” - e * = 4z + 2, deoarece
et-e?=¢e =1.

Reamintim formula Leibniz—Newton: fab g9(z) dz = G(b) — G(a), unde G este o primitiva a functiei
continue g.

O primitivd a functiei 4z + 2 este 22% + 2z, deoarece (222 + 23@)/ =4z + 2.
1

fol f(z) e *de = f01(4;n +2) dz = (22* + 2z) ‘
0

=(2+2)-0
=4

Am aratat ca fol f(z) e *dz =4.

b) Folosim integrarea prin parti, deoarece integrandul este produsul dintre un polinom de gradul I si

e’.

Reamintim formula: fab u(z)v'(z) de = u(w)v(w)‘z - fab u(x)v(z) de.

Alegem u(z) = 4z + 2, cu u'(z) = 4, siv'(z) = €, cuv(z) = €.

1
fol (4z + 2)e” dz = (4z + 2)e*| — fol 4e” dx
0

Calculdm termenul integrat: 6e* — 2e° = 6e — 2.
1

Calculam a doua integrala: fol de* dx = 4e®| = 4e — 4.
0

Obtinem:

Ji f(z)da = 6e — 2 — (de — 4)

=2e+2

Integrala este egala cu 2e + 2.

c) Ideea: daca F este o primitivd a lui f, atunci F” = f’; convexitatea lui F se citeste din semnul lui
f.

Functia f este continud pe R, deci are primitive; fie F' o primitiva oarecare a lui f.

Din definitia primitivei, F'(xz) = f(z); cum f este derivabild, F"(z) = f'(x), pentru orice z € R.
Calculdm f’(x) cu regula produsului (u - v)" = v'v + wv':

f'(z) = 4e* + (4z + 2)e* = (4z + 6)e”
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Reamintim: daca F”(z) > 0 pe un interval, atunci F' este convexa pe acel interval.

Pentru z > —g avem 4x + 6 > 0, iar e* > 0.

Deci F"(x) = (4x + 6)e” > 0, pentru orice z € [—g, —i—oo).
Primitiva F' a fost aleasd oarecare.

Am ardtat ca orice primitiva a functiei f este convexa pe [— 2’ +o0 |.

R:a) 4;b) 2e +2; ¢) F"(z) = f'(z) = (4= + 6)e® > 0 pe [—g,—i—oo)
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Simulare pentru examenul national de bacalaureat
Proba E. ¢)

Matematica M_st-nat
Simularea 100

Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii

* Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
¢ Timpul de lucru efectiv este de trei ore.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
5p | 1. Aritati ci v/135 — v/5 = 2v/5.
5p | 2. Se considera functia f : R — R, f(z) = —z — 5. Aratati ca f(a) + f(—a) = —10, pentru orice
numar real a.
Sp | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 53wt —
Sp | 4. Calculati probabilitatea ca, alegdnd un numar din multimea primelor 30 de numere naturale nenule,
acesta sa aibad suma cifrelor egald cu 5.
Sp | 5. In reperul cartezian zOy se considera punctele M (7, —6), N (5, —6), P(3, —3) si Q(a, b).
Determinati numerele reale a si b pentru care segmentele MN si PQ) au acelasi mijloc.
5p | 6. Se considera triunghiul ABC, dreptunghic in A, cu catetele AB = 15 si AC = 20. Determinati
lungimea inaltimii din A a triunghiului.
SUBIECTUL al I1I-lea (30 de puncte)
1. Se considera matricea A(x) = <1 tiz -z ) , unde x este numar real.
-2z 14z
5p | a) Ardtati cd det (A(—2)) = —5.
5p | b) Aratati ca A(z) - A(y) = A(z + y + 3zy), pentru orice numere reale  si y.
5p | ¢) Determinati numarul real  pentru care A(x) - A(z) - A(z) = A(-3).
—2x—2 10
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie z o y = 2y z 3 vt .
5p | a) Calculati 8 o (—2).
S5p | b) Aratati ca x o 2 = 2, pentru orice numar real .
5p | ¢) Determinati perechile (m, n) de numere intregi pentru care m o n = 5.
SUBIECTUL al I1I-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia f : (0,+00) — R, f(z) =2z — 8Inz.
2(x — 4
>p a) Aratati ca f'(z) = g, z € (0,400).
— f(2
5P | by Calculati lim 1%L~ F(2).
z—2 xr— 2
5p | ¢) Aratati ca 2z — 8Ilnz > 8 — 16 In 2, pentru orice = € (0, +00).
4
2. Se considerd functia f : (0, +00) — R, f(z) = 3z — 1+ —.
x
Sp | a) Aratati ca f13 (:L' f(z) — 3:1:3) dx = 4.
Proba scrisa la matematica M_st-nat Simulare - octavianghetu.ro
Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii



5P | b) Calculati fl‘/é (f(z) — 322+ 1) Inz dz.

Sp z f(z) —4 dr — 24.

¢) Determinati numarul real m, m > 1, pentru care flm
x

Proba scrisa la matematica M_st-nat Simulare - octavianghetu.ro
Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
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Simularea 100 - Rezolvari si barem

octavianghetu.ro

Simulare pentru examenul national de bacalaureat
Proba E. ¢)
Matematica M_st-nat
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Simularea 100

Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
* Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzator.
¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in limitele

punctajului indicat in barem.
» Se acordi zece puncte din oficiu. Nota finali se calculeaza prin impértirea la zece a punctajului total acordat

pentru lucrare.

SUBIECTULI (30 de puncte)
1. V135 = 3/5 3p
375 — /5 =25 2p
2. f(a)=—a—-5sif(—a)=a—-5 3p
(—a—5)+ (a—5)=-10 2p
3. |57 %2 =50 decia? — 3z +2=0 3p
z=1saux =2 2p
4. 30 de cazuri posibile si 3 cazuri favorabile (5, 14, 23) 3p
3 1 2
= —_— = — p
P~ 3" 10
5. mijlocul segmentului MN este S(6, —6) 2p
314 i 310 6 decia—9sib= —9 3p
2 2
6. BC? = 225 + 400, deci BC = 25 2p
AB-AC 300 3
AD = ———— = — =12 p
BC 25
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
e = (7 2) sden(ae-2) = (-9) (- -2-4 3
—3-8=-5 2p
b) ) _ (1+2x+2y+6zy —z—y—3zy 3p
A(z) A(y)_(—2w—2y—6my 1+z+y+3zy
= Az +y + 3zy) 2p
©) A(z) - A(z) - A(z) = A(t),cul + 3t = (1 + 3z)3 2p
(1+3z) = —8,decil +3z = —2siz=—1 3p
2.2) 80 (~2) = —-16 —16+4+ 10 3p
3
—18 2
3
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b) mo2_2m—2w—4+10 3p
N 3
6 9 . o | 2p
=3= , pentru orice numar real x
—2)(n—2)+6
©) mon:(m )(g )+ ,deci(m—2)(n—2)=9 2p
(m7n) S {(_77 1)’ (_17 _1)’ (1’ _7)7 (37 11), (5, 5)7 (11, 3)} 3p
SUBIECTUL al I1I-lea (30 de puncte)
l.a) f’(ac) -9 _ § 3p
x
2(x—4 2
fila) = 224 P
x
— f(2
x T —2
f'(2) = -2 2p
) f este strict descrescatoare pe (0, 4] si strict crescatoare pe [4, +00) 2p
f(z) > f(4) = 8 — 161n2, pentru orice z € (0, +00) 3p
2\ 3
2a) |, f(z) — 3x® = 4 — =z, deci integrala este (43@ - %) ‘ 3p
1
B _7_ 4 2p
2 2
NG
b) ffﬁéﬂnx dr =2In’z 3p
T 1
1 1 2
2.2 == p
4 2
©) [ (322 —1)dz =m® —m 3p
m® —m — 24 = (m — 3) (m* + 3m + 8) =0, decim = 3 2p
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Rezolvari explicate

SUBIECTUL |

1.1

Descompunem numdrul de sub primul radical: 135 = 27 -5 = 33 - 5.
Folosim proprietatea v/a? - b = av/b:

V135 = /3% .5 =35

Inlocuim si ddm factor comun +/5:

V135 — /5 = 3v/5 — /5

=B-1)V5=2V5

Am aritat ci v/135 — v/5 = 2v/5.

R: 2v/5

Calculdm cele doua valori ale functiei, inlocuind z in formula lui f:
fla)=—-a-5

f(—a) = —(~a)~5=a—5

Adunam:

fla) + f(=a) = (—~a—=5) + (a—5)

=—-a+a—5—-5

=-10

Rezultatul nu depinde de a.

Am ardtat ca f(a) + f(—a) = —10, pentru orice numadr real a.

R: f(a) + f(—a) = —10
Scriem membrul drept ca o putere a lui 5: 1 = 5°.

Ecuatia devine 57" 3242 = 50,
Functia exponentiala de baza 5 este injectivd, deci exponentii sunt egali:
22 -3z +2=0

. +1 . .
A:9—8:1,dec1w172:3 ,adicaz; = 1sizy, = 2.

Verificdm: pentru z = 1, 5173+2 = 50 = 1; pentru z = 2, 5% 6+2 = 50 = 1.
Solutiile ecuatiei sunt z = 1 si x = 2.

R:z € {1,2}

Reamintim: cand toate cazurile sunt egal posibile, probabilitatea unui eveniment este raportul dintre
numarul cazurilor favorabile si numarul cazurilor posibile.
Multimea {1,2,3,...,30} are 30 de elemente, deci sunt 30 de cazuri posibile.
Cautdm numerele cu suma cifrelor 5: dintre numerele de o cifrd, doar 5.
Dintre numerele de doua cifre ab cu a + b = 5, cel mult egale cu 30, sunt 14 si 23 (urmatorul, 32,
este mai mare decit 30).
Deci sunt 3 cazuri favorabile: 5, 14 si 23.
Calculam probabilitatea:
3 1

- . 1
Probabilitatea ceruta este 10
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1.5

- .. . Ty + T +
Reamintim: mijlocul segmentului UV are coordonatele ( vrev Yo v >

2 ’ 2
Calculam mijlocul S al segmentului MN:

7+5 —6+ (—6 .
Ty = % =6, ys = % = —6, deci S(6, —6).
Punctul S trebuie sa fie si mijlocul segmentului PQ:
3
“;a —6o3+a=12ca=9
-3+b
;— =6 -3+b=-12b=-9
3+9 -3-9
Verificam: mijlocul segmentului PQ, cu Q(9, —9), este (%, 5 > = (6,—6)

Numerele cdutate sunta =9 si b = —9.
R:ia=9,b=-9

Aplicim teorema lui Pitagora pentru a afla ipotenuza: BC? = AB? + AC?.
BC? = 225 + 400 = 625, deci BC = 25.
Notam cu D piciorul indltimii din A. Scriem aria triunghiului in doua moduri:

AB-AC BC-AD
A = =

2 2
Deci AB - AC = BC - AD:
15-20=25-AD
AD = @ =12
25

Lungimea indltimii din A este 12.

R: AD =12
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SUBIECTUL al ll-lea

1.1

a) Pentru x = —2 obtinem:

A(=2) = (1;4 1fz> - (_43 —21)

. . . . a
Reamintim determinantul de ordinul 2: ‘C

det (A(-2)) =(-3)-(-1)—2-4
=3-8

=-5

Am aratat ca det (A(—2)) = —5.

b

d‘ = ad — be.

b) Reamintim inmultirea matricelor de ordinul 2:
a b P q ap+br aq-+bs
(c d> . (r s) - <cp+dr cq—i—ds)
Notdm t = z + y + 3zy si calculdm, pe rdnd, elementele produsului A(z) - A(y).
Linia 1, coloana 1:
(1+2z2)(1+2y) + (—2)(—2y) =1+2z+2y +day + 20y =1 + 2t
Linia 1, coloana 2:
(1+2z)(—y) + (-z)(1+y) =~y —2zy —z — oy = 1
Linia 2, coloana 1:
—2z(1+2y)+ (1 +2z)(—2y) = -2z — 4oy — 2y — 2zy = —2¢
Linia 2, coloana 2:
—2z-(—y)+Q+z)(l+y)=22y+1+z+y+azy=1+t
Am obtinut:

(142t —t )
aw)-aw = ("1 ) =40
Am aritat ca A(z) - A(y) = A(z + y + 3zy), pentru orice numere reale x si y.

c) Ideea: aplicim de doud ori relatia de la b), ca sd scriem produsul ca o singura matrice A(...), apoi
comparam cu A(—3).

Observam cd 1 + 3(z + y + 3zy) = (1 + 3z)(1 + 3y); asadar, la inmultire, numerele 1 4 3z se
inmultesc.

Din b), pentru y = z: A(z) - A(z) = A(t1), cu 1 + 3t; = (1 + 3z)%

Aplicam din nou b): A(z) - A(z) - A(z) = A(t;) - A(z) = A(ty), cu

1+ 3ty = (1+3t1)(1+ 3z) = (1 + 3z)3.

Observam cd din A(a) = A(b) rezultd a = b: elementele de pe linia 1, coloana 2 sunt —a si —b.

Deci ecuatia este echivalenta cu t; = —3, adicd 1 + 3t =1+ 3- (—3) = —-8&:
(1+3z)3=-8=(-2)3
Functia u — u? este injectivd pe R, deci 1 + 3z = —2.

3z = —3,deciz = —1.

Verificam: A(—1)- A(-1) = A(-1—-1+3)=A(1)si A(1)- A(—-1) = A1 —1-3) = A(-3).
Numarul real cautat este z = —1.

R: a) det (A(—2)) = —5; b) A(z) - A(y) = A(z +y + 3zy);¢) z = —1
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1.2

a) Inlocuim z = 8 si y = —2 in definitia legii:
80(—2) = 8-(—-2)—2-8—2-(-2)+10
3
_ —16-16+4+10
a 3
18
T3
=—6

Deci 8 0 (—2) = —6.

b) Inlocuim y = 2 in definitia legii, pentru un numir real z oarecare:
2¢ —2x — 4+ 10

ro2= 3
Primul termen al numaratorului este x - 2 = 2z, iar al treilea este —2 -2 = —4.
Termenii care il contin pe z se reduc: 2z — 2z = 0.
—4+10
X O 2 = T
6
3
=2

Rezultatul nu depinde de x.
Am aratat cd ¢ o 2 = 2, pentru orice numar real z.

c) Ideea: scriem legea sub forma restransa si transformam ecuatia intr-un produs de doud numere
intregi egal cu un numar dat.

Observimciz -y —2x —2y+4=(x—2)(y—2),deciz-y— 2z —2y+10= (z — 2)(y — 2) + 6.
Ecuatia m o n = 5 devine:

(m—2)(n—2)+6
3
(m—-2)(n—2)=9
Pentru m si n intregi, m — 2 si n — 2 sunt numere intregi al caror produs este 9, deci m — 2 este un

divizor intreg al lui 9.

Divizorii intregi ai lui 9 sunt +1, +3, £9.

m—2=1,n—-2=9:(m,n)=(3,11);m—-2=9, n—2=1: (m,n) = (11, 3)
m—2=3,n—-2=3:(m,n)=(5,5)
m—2=-1,n—-2=-9:(m,n)=(L,-7);m—-2=-9,n—2=—1:(m,n) = (-7,1)
m—2=-3, n—2=-3:(m,n) =(-1,-1)

Perechile cautate sunt (—7,1), (—1,-1), (1,-7), (3,11), (5,5) si (11, 3).

R:a) 80 (—2)=—6;b) 202 =2;¢) (m,n) € {(-7,1),(-1,-1),(1,-7),(3,11), (5,5), (11,3) }

=5 (m—-2)(n—2)+6=15

SUBIECTUL al lll-lea

.1

1
a) Reamintim derivatele: (z)’ = 1si (Inz)’ = —, pentru z > 0.
z

Folosim regula de derivare a diferentei si (c- u)’ = c- u'”:
1 8
fllz)=2-1-8.-=2— -
€ T

Aducem la numitorul comun z:
2z — 8 2(x — 4
oy =28 2 d)

T €T
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.2

2(x —4)

Am ardtat ca f'(z) = , x € (0,400).

b) Reamintim definitia derivatei intr-un punct: daca f este derivabila in a, atunci

lim f(m) — f(a) _ f’(a).

r—a r—a

Functia f este derivabila pe (0, +00), ca diferentd de functii derivabile, iar 2 € (0, +00).
Deci limita exista si este egala cu derivata in 2.

Pentru  — 2, atdt numadratorul f(z) — f(2), cit si numitorul  — 2 tind la 0.

Limita cerutd este f'(2).

Folosim expresia derivatei de la a):

—4
=—=-2
2
Deci lim M = 2.

T—2 x—2

c) Ideea: aratam ca valoarea minimd a functiei f pe (0,+o00) este f(4) =8 — 161n2.

Reamintim: daca f’ < 0 pe un interval, f este strict descrescatoare pe el; dacd f' > 0, f este strict
crescdtoare.

Pentru z > 0, numitorul lui f'(z) =
x —4.
Pentru z € (0,4): z — 4 < 0, deci f'(z) < 0, iar f este strict descrescatoare pe (0, 4].

Pentru z € (4,+00): z —4 > 0, deci f'(z) > 0, iar f este strict crescatoare pe [4, +00).
Deci z = 4 este punct de minim, iar f(x) > f(4), pentru orice > 0.

este pozitiv, deci semnul lui f/(x) este semnul lui

2(z — 4)

Calculam valoarea minima, folosind In4 = In22 = 21In 2:

f4)=2-4-8In4

=8—-16In2

Deci f(z) > 8 — 161n2, adicd 2z — 8lnz > 8 — 16In 2, pentru orice z € (0, +00).

R:a) ['(z) = 222

a) Simplificim integrandul: z f(z) = 323 — z + 4, deci z f(z) — 323 =4 — z.

Reamintim formula Leibniz-Newton: dacd G este o primitiva a functiei continue g pe [a, b], atunci
b

[ 9(z) dz = G(b) — G(a).

; b) —2; ¢) minimul lui f este f(4) =8 —161n2

2
O primitiva a functiei 4 — z este 4z — PX deci:

[ 4 —2)de = <4x - %) ]3

(=2)-(3)

2 2
Am aratat ca f13 (z f(z) — 32%) dz = 4.

vedlnz

1 dz.

4
b) Simplificim integrandul: f(z) — 32> + 1 = —, deci integrala este
z z

1
Observim cd (Inz)' = —, deci integrandul are forma 4 u(z) v'(z), cu u(z) = Inz.
T
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2 2\’
Reamintim: o primitiva a functiei u - v’ este > deoarece (;) =u-u.

Inz

. . .4
Deci o primitiva a functiei este 21n’ z.

x
Aplicdm formula Leibniz—Newton:

Je
fl\/éénﬂdm:ﬂn%c
T 1

Folosim In /e = Ine: = % silnl =0:

2'@)20

1
2
Deci fl*/é (f(z) =32 +1)Inzdz = %

¢) Ideea: calculdm integrala in functie de m, obtinem o ecuatie de gradul al IlI-lea in m si o
descompunem in factori.
flz)—4 33—z

Din a), z f(z) = 323 — z + 4, deci z = =322 — 1.
T T

O primitiva a functiei 3z — 1 este 3 — z, deci:
[ (32 — 1) dz = (2® — ) ‘ =mdi-m-(1-1)=m3-m
1
Ecuatia devine:
mi—-—m=24m3—m-—-24=0
Observam cd m = 3 verifica ecuatia: 27 — 3 — 24 = 0.
Descompunem (de exemplu cu schema lui Horner): m® — m — 24 = (m — 3) (m? + 3m + 8).

Ecuatia m? +3m +8 = 0 are A = 9 — 32 = —23 < 0, deci nu are solutii reale.
Valoarea m = 3 verifica m > 1.
Numarul ciutat este m = 3.

1
R: a) 4; b) E;c)m:3
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